﻿ Universitatea “Al.I. Cuza” Ia¸si Facultatea de matematica Ovidiu Carja UNELE METODE DE ANALIZA FUNCTIONALA NELINIARAii Sumar 1 Partit¸ia Unitat¸ii 1 1.1 Partit¸ia unitat¸ii ˆn spat¸ii metrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Partit¸ia unitat¸ii ˆn spat¸ii compacte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.3 Aplicat¸ii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2 Multifunct¸ii 17 2.1 Deﬁnit¸ii, exemple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2 Multifunct¸ii superior semicontinue ¸si multifunct¸ii inferior semicontinue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.3 Incluziuni diferent¸iale pe mult¸imi ˆnchise . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.4 Select¸ii, parametrizari, aproximari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3 Principiul aplicat¸iilor deschise 57 3.1 Teorema Robinson - Ursescu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 3.2 Teorema lui Baire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.3 Aplicat¸ii la controlabilitatea sistemelor liniare . . . . . . . . . . . . 70 3.4 Teorema de inversare locala ¸si Teorema Lyusternik - Graves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 3.5 Aplicat¸ii la controlabilitatea sistemelor neliniare . . . . . . . . . . . 85 4 Teoreme de punct ﬁx 87 4.1 Teorema de punct ﬁx a lui Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 4.2 Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 4.3 Teorema de punct ﬁx a lui Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 4.4 Teoreme de punct ﬁx pentru multifunct¸ii . . . . . . . . . . . . . . . 109 4.5 Ecuat¸ii semiliniare ˆn spat¸ii Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 5 Probleme de optimizare 117 5.1 Principiul Brezis - Browder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 iii ivCuprins 5.2 Aplicat¸ii ale Principiului Brezis-Browder la incluziuni diferent¸iale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 5.3 Principiul variat¸ional al lui Ekeland . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 5.4 Probleme de extrem. Metode directe ˆn calculul variat¸iilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 5.5 Inegalitat¸i variat¸ionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 5.6 Teorema de minimax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 5.7 Controlabilitate ¸si timp optimal pentru sisteme semiliniare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 6 Probleme ¸si solut¸ii 159 Capitolul 1 Partit¸ia Unitat¸ii Partit¸ia unitat¸ii reprezinta un instrument util ˆn obt¸inerea unor rezultate globale pornind de la rezultate locale. In capitolele urmatoare vom utiliza aceasta tehnica ˆn cadrul spat¸iilor metrice ¸si ˆn cadrul spat¸iilor compacte. Ambele tipuri de spat¸ii sunt paracompacte, cadru tipic ˆn care se dezvolta partit¸ia unitat¸ii ˆn mod uzual. Prezentarea teoriei partit¸iei unitat¸ii ˆn cadrul spat¸iilor paracompacte necesita un volum foarte mare de rezultate preliminare, unele cu demonstrat¸ii complicate. Vom aborda ˆn continuare teorema de existent¸a a partit¸iei unitat¸ii separat pe cele doua cazuri.ˆIn felul acesta se simpliﬁca prezentarea deoarece ˆn ﬁecare caz putem utiliza rezultate speciﬁce cadrului topologic respectiv. In plus, ˆn cazul spat¸iilor metrice obt¸inem o proprietate suplimentara pentru funct¸iile care formeaza partit¸ia unitat¸ii ¸si anume aceea de a ﬁ local lipschitziene. 1.1 Partit¸ia unitat¸ii ˆn spat¸ii metrice Vom ˆncepe cu prezentarea teoriei partit¸iei unitat¸ii ˆn spat¸ii metrice. In acest scop, vom expune cˆateva rezultate preliminare legate de topologia spat¸iilor metrice. Peste tot ˆn cele ce urmeaza,S(x, r) noteaza sfera deschisa centrata ˆnx ¸si de razar > 0 ˆntr-un spat¸iu metric iar B(x, r) noteaza sfera ˆnchisa corespunzatoare. Teorema 1.1Daca X este spat¸iu metric iar A ¸si B sunt submult¸imi ˆnchise ¸si disjuncte ale lui X, atunci exista o submult¸ime deschisa G cu proprietatea AG ¸si B\G = ;. 1 2O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Deoarece A\B =;iar B este ˆnchisa, pentru ﬁecare x 2 A exista x> 0 astfel ˆncˆat S(x, x)\B = ;. Mult¸imea ! [x G =Sx, x2A3 satisface condit¸ia din teorema. Intr-adevar, rezulta imediat ca A G ¸si G este deschisa. Sa aratam ca B\G = ;. Pentru aceasta, presupunem, prin reducere la absurd, ca y 2 B \G. Obt¸inem y 2 B ¸si deci y /2 A. Deoarece A este ˆnchisa, exista y> 0 astfel ˆncˆat S(y, y)\A = ;. In plus, y2G implica S(y,y)\G6=;. 3 Exista a¸sadar z 2G cu proprietatea (z, y) < y/3, unde este metrica pe X. In plus, exista x2A astfel ˆncˆat z 2S(x, x/3), deci (z, x) < x/3. Obt¸inem (x, y) <y+x< max{x, y}, 33 ceea ce arata ca, oriy2S(x, x)\B, orix2S(y, y)\A. Acest fapt este imposibil. Sa prezentam o alta demonstrat¸ie. Fie f : X !R deﬁnita prin f(x) =d(x, A) d(x, A) +d(x, B) unde d(x, A) = inf{(x, a); a2A}. Funct¸ia f este continua, f(x) = 0 pentru orice x2A ¸sif(x) = 1 pentru oricex2B. Mult¸imeaG = {x2X; f(x) < 1/2} satisface condit¸iile cerute. Corolarul 1.1Daca X este spat¸iu metric, U este o submult¸ime deschisa a lui X ¸si x2U, atunci exista o vecinatate deschisa V a lui x cu proprietateaVU. Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema 1.1 cu A = {x} ¸si B = X\U. Altfel, exista r > 0 astfel ˆncˆat S(x, r/2)B(x, r/2B(x, r) U. Un spat¸iu topologic care are proprietatea cuprinsa ˆn Teorema 1.1 se nume¸stenor- mal iar daca are proprietatea cuprinsa ˆn Corolarul 1.1 se nume¸steregulat. Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii3 Observat¸ia 1.1Se veriﬁca u¸sor ca un spat¸iu topologic este normal daca ¸si numai daca pentru orice doua submult¸imi A ¸si B, nevide ˆnchise ¸si disjuncte, exista doua submult¸imi deschise ¸si disjuncte G ¸si E astfel ˆncˆat A G ¸si B E. Un enunt¸ similar are loc ¸si pentru spat¸ii regulate. Spat¸iile normale au fost deﬁnite ˆn 1923 de Heinrich Tietze, dar rolul lor a fost recunoscut ca urmare a lucrarii [93] a lui Pavel Urysohn din 1925 asupra extensiilor funct¸iilor continue. O familie{Ai;i 2 I}, de submult¸imi ale unui spat¸iu X care are proprietatea ca X = [iAise nume¸steacoperire a lui X. Osubacoperire a acopeririiA este 2I o subfamilieA0a luiAcare este de asemenea o acoperire a lui X. DacaA ¸siB sunt acoperiri ale lui X, spunem caAraﬁneazaBsau caA este o raﬁnare a lui Bdaca pentru ﬁecare A 2 Aexista B 2 Bastfel ˆncˆat A B.O familieAde submult¸imi ale unui spat¸iu topologic X este local ﬁnita daca pentru ﬁecare x2X exista o vecinatate a luix care are intersect¸ie nevida cu cel mult un numar ﬁnit de mult¸imi dinA. Un spat¸iu topologic separat Hausdorﬀ esteparacompact daca ﬁecare acoperire deschisa (acoperire formata din mult¸imi deschise) a sa are o raﬁnare local ﬁnita. Atragem atent¸ia ca atunci cˆand vorbim de raﬁnare a unei acoperiri subˆnt¸e- legem ca acea raﬁnare este acoperire. Vom demonstra ˆn continuare ca orice spat¸iu metric este paracompact. Se va folosi Teorema lui Zermelo care aﬁrma ca orice mult¸ime poate ﬁ bine ordonata. Amintim ca Teorema lui Zermelo este echivalenta cu Axioma alegerii ¸si cu Lema lui Zorn (vezi Capitolul 5). Pentru cititorul mai put¸in familiarizat cu Teorema lui Zermelo, sau cu echivalentele sale (sau nu le accepta), prezentam o demonstrat¸ie ˆntr-un caz particular (X este separabil), fara a utiliza Teorema lui Zermelo. Teorema 1.2Orice spat¸iu metric este paracompact, adica orice acoperire deschisa a sa are o raﬁnare deschisa local ﬁnita. Demonstrat¸ie.Cazul cˆand spat¸iul X este separabil. Etapa I.Aratam ca daca spat¸iul metric X este separabil atunci exista o baza numarabila pentruX. Fie{xn}no mult¸ime numarabila densa ˆnX ¸si ﬁeSn,m= 2N S(xn, 1/m) pentru n, m= 1, 2,· · ·. Familia de mult¸imi{Sn,m}n,meste o baza 2N numarabila pentru topologia lui X. Intr-adevar, daca V este deschisa ¸si x 2 V atunci exista m astfel ˆncˆat S(x, 1/m) V¸si exista xn2 S(x, 1/2m). Avem S(xn, 1/2m) S(x, 1/m) ¸si deci x2Sn,V . A¸sadar exista o baza numarabila 2m pentru topologia lui X. Etapa a II-a.Aratam ca orice acoperire deschisa a lui X are o subacoperire numarabila (deci o raﬁnare deschisa numarabila). FieA o acoperire deschisa a lui 4O. Cˆarja X ¸siB o baza numarabila (exista conform etapei precedente). Pentru ﬁecareA2 A ¸si x2A exista Bx,A2 B astfel ˆncˆat x2Bx,AA. Familia B0={Bx,A;A2 A, x2A} este numarabila deoareceB0 B, deci se poate scrie ˆn forma B0={Bx, Bx,· · ·}. 1,A12,A2 Familia{Ai}iastfel obt¸inuta este o subacoperire numarabila a luiA. Am demon- 2N strat deci ca orice acoperire deschisa are o subacoperire numarabila. Etapa a III-a.Fie U= {Ui;i2I} o acoperire deschisa a lui X. Pentru ﬁecare x2 X selectam i(x)2 I astfel ˆncˆat x 2 Ui. Aplicˆand Corolarul 1.1, exista (x) mult¸imile deschise Wx¸si Vxastfel ˆncˆat x2VxVxWxWxUi. (x) FamiliaV={Vx;x 2 X}este o acoperire deschisa a lui X, careia ˆi aplicam rezultatul demonstrat ˆn Etapa a II-a. Exista deci o subacoperire numarabila {Vx, Vx, . . .} a luiV. Fie T1=Wx¸si 121 Tn=Wx\ (X\Vx)\ · · · \ (X\Vx) n1n1 pentru n 2. Familia T= {Tn;n2N} este o raﬁnare local ﬁnita a luiU. Pentru a dovedi acest fapt, aratam mai ˆntˆai caTeste o acoperire a lui X. Fie x 2 X. Daca x /2 T1= Wx, ﬁe n cel mai mic 1 pentru care x 2 Wx. Este clar ca{Wx, Wx, . . .} este o acoperire a lui X ¸si deci n12 existent¸a lui n este asigurata. Este u¸sor de vazut ca, din modul de alegere a lui n, rezulta x 2 Tn. Am demonstrat deci caTeste o acoperire a lui X. De asemenea TnWxUipentru orice n2N ¸si deciTraﬁneazaU. n(xn) In sfˆar¸sit sa aratam caTeste local ﬁnita. Intr-adevar, pentru orice x 2 X, existan2N astfel ˆncˆatx2Vx. Aratam ca numai un numar ﬁnit de mult¸imi din n Tau intersect¸ie nevida cu Vx. Aceasta rezulta din faptul ca n Tn\Vx=;, +jn pentru orice j 1. Demonstrat¸ia este ˆncheiata ˆn cazul ˆn care X este separabil. Sa demonstram acum Teorema 1.2 ˆn cazul general, adica atunci cˆand X nu este numaidecˆat separabil. FieU= {Ui;i 2 I} o acoperire deschisa a lui X. Din Teorema lui Zermelo, presupunem ca (I,) este bine ordonata. Deﬁnim inductiv, pentru ﬁecare n 2N,mult¸imile Vn,icu i 2 I astfel: Vn,ieste reuniunea tuturor mult¸imilor de forma S(x, 2n) cu proprietat¸ile Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii5 (a) i este primul element astfel ˆncˆat x2Ui; (b) x /2Vm,jdaca m < n ¸si j 2I; (c) S(x, 3/2n)Ui. Aratam caV= {Vn,i;n 2N, i2 I} este o raﬁnare deschisa local ﬁnita a luiU. Este clar caVn,isunt deschise ¸siVn,iUipentru oricen2N ¸sii2I, deciV este o raﬁnare deschisa a luiU. De asemenea,Veste o acoperire a lui X pentru ca, daca x2X, existan2N, suﬁcient de mare, astfel ˆncˆatS(x, 3/2n)Ui. Dacax /2Vm,j cu m < n ¸si j 2I atunci x2Vn,i. In sfˆar¸sit, aratam caVeste local ﬁnita. Pentru aceasta, ﬁe x 2 X, n 2N ¸si i02I astfel ˆncˆat x2Vn,i¸si ﬁe m suﬁcient de mare astfel ˆncˆat 0 S(x, 2m)Vn,i. 0 Vom arata urmatoarele: (d) daca pn + m atunci S(x, 2nm)\Vp,i=;; (e) daca p < n + m atunci S(x, 2nm)\Vp,i6=; pentru cel mult un i2I. De aici rezulta ca mult¸imea S(x, 2nm) intersecteaza un numar ﬁnit de elemente dinV ¸si deciVeste local ﬁnita. Sa demonstram (d). Fie S(y, 2p) o sfera ce apare ˆn component¸a lui Vp,i. Vom demonstra ca S(x,1)\S(y,1) =;. 2n+m2p Deoarece p > n, din (b) rezulta y /2Vn,ipentru orice i2I. Cum S(x, 2m)Vn,i 0 rezulta (x, y) > 2m, unde este metrica pe X. In sfˆar¸sit, S(x,1)\S(y,1) =;, 2n+m2p deoarece, daca intersect¸ia de mai sus ar ﬁ nevida, ar rezulta (x, y) <1+11+11, 2n+m2p2m+12m+12m ceea ce este imposibil. Am demonstrat a¸sadar ca, dacapn + m, S(x, 2nm) are intersect¸ie vida cu orice sfera ce apare ˆn component¸a lui Vp,icu i2I ¸si deci (d). Sa demonstram acum punctul (e). Presupunem ca exista i1, i22 I cu i1< i2 astfel ˆncˆat S(x,1)\Vp,i6=;, S(x,1)\Vp,i6=;. 2n+m12n+m2 6O. Cˆarja Exista a¸sadar u2S(x,1)\Vp,iv2S(x,1)\Vp,i. 2n+m12n+m2 Deoarece u 2 Vp,i, exista y astfel ˆncˆat u 2 S(y, 2p) ¸si (a), (b), (c) sunt veriﬁcate 1 cu i1ˆn loc de i ¸si cu p ˆn loc de n. Din (c) rezulta S(y, 3/2p)Ui.(1.1) 1 Deoarecev2Vp,i, existaz astfel ˆncˆatv2S(z, 2p) ¸si (a), (b), (c) sunt veriﬁcate cu 2 i2ˆn loc dei ¸si cup ˆn loc den. Cumi1< i2, din (a) rezulta caz /2Ui. Combinˆand 1 cu (1.1) deducem ca (y, z) > 3/2p¸si deci (u, v) 2p. Pe de alta parte avem (u, v) <2=11. 2n+m2n+m12p Contradict¸ia la care am ajuns poate ﬁ eliminata doar daca (e) este adevarata. Not¸iunea de spat¸iu paracompact a fost deﬁnita ˆn 1944 de Jean Dieudonn´e [32], unde s-a demonstrat ca un spat¸iu paracompact este normal. Faptul ca un spat¸iu metric este paracompact a fost demonstrat ˆn 1948 de Arthur H. Stone [88]. Demonstrat¸ia prezentata aici pentru cazul general este destul de simpla fat¸a de altele existente ˆn literatura ¸si a fost publicata de Marry Ellen Rudin [81] ˆn 1969. Am demonstrat ca ˆntr-un spat¸iu metric orice acoperire deschisaU = {Ui;i2I} are o raﬁnare local ﬁnitaW={Wj;j 2 J}. Vom arata ˆn continuare ca putem considera J = I. Teorema 1.3FieU={Ui;i 2 I}o acoperire deschisa a unui spat¸iu topologic Xcu proprietatea ca exista o raﬁnare deschisa local ﬁnita a sa. Atunci exista o raﬁnare deschisa local ﬁnita a luiU,V= {Vi;i 2 I}, astfel ˆncˆat Vi Uipentru orice i2I. Demonstrat¸ie.FieW={Wj;j 2 J}o raﬁnare deschisa local ﬁnita a luiU. Pentru ﬁecare j 2 J ﬁe f(j)2 I astfel ˆncˆat Wj Uf. Pentru ﬁecare i 2 I (j) deﬁnim Vi=[{Wj;f(j) =i}. Mult¸imea Vipoate ﬁ vida. FamiliaV={Vi;i 2 I}astfel construita satisface condit¸iile cerute, fapt u¸sor de veriﬁcat. Urmatoarea teorema arata ca ˆn spat¸ii metrice orice acoperire deschisaU= {Ui;i 2 I} se poate mic¸sora (“shrink” ˆn engleza) ˆn sensul ca exista o acoperire deschisaV = {Vi;i2I} astfel ˆncˆatViUipentru orice i2I. Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii7 Daca (X, ) este un spat¸iu metric ¸siA este o submult¸ime nevida a luiX, notam d(x, A) = inf{(x, a); a2A}. Teorema 1.4Fie X un spat¸iu metric ¸siU= {Ui;i 2 I}o acoperire deschisa a sa. Atunci exista o acoperire deschisaV = {Vi;i2I}a lui X astfel ˆncˆatViUi pentru orice8i2I. Demonstrat¸ie.Fara a restrˆange generalitatea putem presupune ca spat¸iul este marginit. Daca exista i02 I astfel ˆncˆat Ui= X, consideram Vi= X ¸si Vi=; 00 pentrui6=i0. Presupunem ˆn continuare caUi6=X pentru oricei2I. Consideram Ei=X\Ui¸si deﬁnim pentru x2X p(x) = sup{d(x, Ei); i2I}. Observam ca Eisunt mult¸imi nevide ¸si ˆnchise ¸si ˆn plus exista i02 I astfel ˆncˆat x /2Ei. Rezulta ca p(x) > 0 pentru orice x2X. Consideram acum mult¸imile 0 Fi={x2X; d(x, Ei)1p(x)}, i2I. 2 Deoarece \1 Fi={x2X; d(x, Ei)d(x, Ej)}, j2I2 ¸si t¸inˆand cont ca funct¸ia x 7! d(x, A) este continua, obt¸inem ca mult¸imile Fisunt ˆnchise. Vom arata ca F = {Fi; i2I} este o acoperire a luiX ¸si caFiUipentru oricei2I. Pentru aceasta, ﬁex2X. Din deﬁnit¸ia lui p(x) deducem ca exista i02I astfel ˆncˆat d(x, Ei)1p(x), 0 2 ¸si deci x 2 Fi. In sfˆar¸sit, daca x 2 Fiatunci x /2 Ei(altfel, d(x, Ei) = 0 ¸si, din 0 deﬁnit¸ia luiFi,p(x) 0), decix2Ui. Am obt¸inut o acoperire ˆnchisaF = {Fi; i2 I} a lui X cu FiUipentru orice8i2I. Pentru a ˆncheia demonstrat¸ia, folosim proprietatea de normalitate a spat¸iilor metrice, Teorema 1.1, aplicata mult¸imilor ˆnchise Fi¸si Ei. Pentru ﬁecare i2I exista Videschisa astfel ˆncˆat FiVi¸si Vi\Ei=;. 8O. Cˆarja Este clar caV= {Vi; i 2 I} este acoperire deschisa a lui X ¸si caVi Uipentru orice i2I. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Sa observam ca dacaUeste local ﬁnita atunci ¸siVdata de Teorema 1.4 este local ﬁnita. Rezultatele de mai sus le rezumam ˆn Teorema 1.5Fie X un spat¸iu metric ¸siU= {Ui; i 2 I}o acoperire deschisa a sa. Atunci exista o raﬁnare deschisa local ﬁnitaV= {Vi; i 2 I}cu proprietatea ViUipentru orice i2I. Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema 1.3 acopeririiU, t¸inˆand seama de Teorema 1.2. Se aplica apoi Teorema 1.4 raﬁnarii obt¸inute ˆn Teorema 1.3. Suntem acum ˆn masura sa prezentam teorema de existent¸a a partit¸iei unitat¸ii ˆn spat¸ii metrice. Precizam ca pentru o funct¸ie f : X !R notam supp(f) ={x; f(x) 6= 0}. Teorema 1.6Fie X un spat¸iu metric ¸siA = {Ai; i 2 I}o acoperire local ﬁnita a sa. Atunci exista o familie{pi; i 2 I}de funct¸ii pi: X ! [0, 1] cu urmatoarele proprietat¸i: (a) pisunt local lipschitziene pentru orice i2I; (b) supp(pi)Aipentru orice i2I; (c)Pipi(x) = 1pentru orice x2X. 2I Suma din (c) are sens deoarece pentru ﬁecarex numai un numar ﬁnit depi(x) sunt nenuli avˆand ˆn vedere (b) ¸si faptul caA este local ﬁnita. Deﬁnit¸ia 1.1Familia de funct¸ii{pi; i 2 I}data de Teorema 1.6 se nume¸ste partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonata acopeririiA. In situat¸ia ˆn care avem nevoie ca pisa ﬁe doar continue, vom spune pe scurt partit¸ie a unitat¸iisubordonata acopeririiA. Teorema 1.6 aﬁrma deci ca ˆntr- un spat¸iu metric, pentru ﬁecare acoperire local ﬁnita, exista o partit¸ie local lip- schitziana a unitat¸ii subordonata ei. Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii9 Demonstrat¸ia Teoremei 1.6Din Teorema 1.4 rezulta ca exista o acoperire deschisa local ﬁnita,B={Bi; i 2 I}, astfel ˆncˆatBi Aipentru orice i 2 I. Pentru ﬁecare i2I deﬁnim funct¸ia fi:X !R prin fi(x) =d(x, X\Bi). Aceste funct¸ii sunt lipschitziene cu constanta Lipschitz egala cu 1 ¸si ˆn plus supp(fi)BiAi. Deﬁnim (x) pi(x) =fiP j2Ifj(x) pentru x 2 X. Dupa cum am mai precizat, suma de mai sus este ﬁnita. In plus, pentru ﬁecare x2X macar un fi(x) este nenul deoareceB este acoperire iar daca x2Bi, fi(x) > 0. Este clar ca pisunt continue, pi(x) 2 [0, 1] pentru orice x2X ¸si P i2Ipi(x) = 1. Sa aratam ca pisunt local lipschitziene. Pentru aceasta, sa ﬁxam x02X ¸si sa consideram V o vecinatate a lui x0care intersecteaza un numar ﬁnit de elemente dinB, sa zicem{Bi, Bi,· · ·, Bi}. Este clar ca dacax2V avempi(x) = 0 pentru 12n i6=ik, k = 1,· · ·, n. Ramˆane sa ne ocupam de picu k2 {1,· · ·, n}. Deoarece k n XX fi(x0) =fi(x0)> 0, j j=1i2I exista o vecinatate W a lui x0, W V,¸si exista m > 0, M > 0 astfel ˆncˆat n X mfi(x) M j j=1 pentru x2W . Vom arata ca pieste lipschitziana pe W . Pentru x, y2W avem k (x)fi(y) |pi(x) pi(y)|=fikPnkPn kk j=1fij(x)j=1fij(y) n X 1nX |fi(x)fi(y) fi(y)fi(x) | jkj m2k j=1j=1 1nX |fi(x)fi(y) fi(y)fi(x) | jkj m2k j=1 10O. Cˆarja 1nX1nX |fi(y)fi(y) fi(y)fi(x) | +|fi(x)fi(y) fi(y)fi(y) | jkjkjkj m2km2 j=1j=1 MnXnM2nM |fi(y) fi(x) | +|fi(x) fi(y) |(x, y), jkk m2jm2m2 j=1 unde este metrica pe X. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. 1.2 Partit¸ia unitat¸ii ˆn spat¸ii compacte Vom prezenta ˆn continuare partit¸ia unitat¸ii ˆn spat¸ii compacte. Pentru aceasta avem nevoie de cˆateva rezultate preliminare. Incepem cu un rezultat stabilit de Pavel Uryson [93] ˆn 1925, cunoscut ˆn literatura sub numele de Lema lui Urysohn. Teorema 1.7Daca X este spat¸iu normal iar A ¸si B sunt submult¸imi ˆnchise ¸si disjuncte ale lui X, exista o funct¸ie continua f : X ! [0, 1] astfel ˆncˆat f(A) ={0} ¸si f(B) ={1}. Demonstrat¸ie.Fie U1= X\B. Deoarece X este normal, exista U1deschisa /2 astfel ˆncˆat AU1U1U1. 22 Determinam apoi U1¸si U3astfel ˆncˆat /4/4 A = U0 U1U1 U1U1 U3U3 U1. 442244 Continuam procedeul inductiv ¸si pentru ﬁecarek2N, 1 k 2n, determinam Uknastfel ˆncˆat, daca i < j, avem /2 UiUiUj. Deﬁnim apoi funct¸iaf prin f(x) = 1 dacax2B ¸sif(x) = inf{i; x2Ui}. Este clar ca f(x) = 0 pentru x 2 A. Pentru a arata ca f este continua, observam ca, daca a2 (0, 1] ¸si b2 [0, 1), avem [ f1([0, a)) =Ui i<a ¸si [ f1((b, 1]) =(X\Ui), i>b deci mult¸imile f1([0, a)) ¸si f1((b, 1]) sunt deschise. Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii11 Ipoteza ca mult¸imile A ¸si B sunt ˆnchise este esent¸iala. De exemplu, A = (0, 1) ¸si B = (1, 2) sunt disjuncte ˆn spat¸iul normalR dar nu exista o funct¸ie continua f : R! [0, 1] astfel ˆncˆat f(A) ={0} ¸si f(B) ={1}. Daca mult¸imile A ¸si B au proprietatea cuprinsa ˆn Teorema 1.7, spunem ca ele pot ﬁ separate printr-o funct¸ie continua. Lema lui Uryson aﬁrma ca daca ˆntr- un spat¸iu topologic normal orice pereche de mult¸imi ˆnchise ¸si disjuncte pot ﬁ separate prin mult¸imi deschise atunci orice astfel de perechi pot ﬁ separate prin funct¸ii continue. Reciproca este imediata pentru ca, daca f : X ![0, 1] este funct¸ia data, atunci mult¸imile f1([0, 1/2)) ¸si f1((1/2, 1]) sunt deschise disjuncte ¸si cont¸in respectiv mult¸imile A ¸si B. Urmatorul corolar va ﬁ utilizat ˆn demonstrat¸ia existent¸ei partit¸iei unitat¸ii. Corolarul 1.2Fie Aˆnchisa ¸si V deschisa, submult¸imi ale spat¸iului normal X cu AV. Atunci exista o funct¸ie continuaf : X ! [0, 1] astfel ˆncˆatf(x) = 1pentru orice x2A ¸si supp(f) V. Demonstrat¸ie.Consideram B = X \V ¸si, din faptul ca X este normal, deter- minam D, deschisa, astfel ˆncˆat ADDV. Aplicam acum Teorema 1.7 pentruA ¸si Fr(D) ˆn spat¸iulD ¸si determinamg :D! [0, 1] continua astfel ˆncˆat g(x) = 1 daca x 2 A ¸si g(x) = 0 daca x 2Fr(D). Extindemg punˆandg(x) = 0 pentrux2X\D ¸si astfel obt¸inem funct¸ia cautata. Demonstram acum ca un spat¸iu compact este normal. Teorema 1.8Daca A ¸si B sunt mult¸imi ˆnchise ¸si disjuncte ale unui spat¸iu com- pact X, exista o submult¸ime deschisa G cu proprietatea ca AG ¸si B\G = ;. Demonstrat¸ie.Folosind proprietatea de separat¸ie Hausdorﬀ ¸si faptul ca B este compacta, se deduce imediat ca pentru ﬁecare x 2 A exista o vecinatate deschisa a sa Ux, ¸si o mult¸ime deschisa Wxastfel ˆncˆat B Wx¸si Ux\Wx=;. Familia {Ux; x2A} este o acoperire deschisa pentru A ¸si deci exista o subacoperire ﬁnita {Ux,· · ·, Ux}. Evident mult¸imea 1n G = Ux[Ux[ · · · [Ux 12n veriﬁca proprietatea ceruta. Suntem ˆn masura acum sa demonstram teorema de existent¸a a partit¸iei unitat¸ii ˆn spat¸ii compacte. 12O. Cˆarja Teorema 1.9Fie X un spat¸iu compact ¸si ﬁeV = {Vi; i = 1, 2,· · ·, n}o acoperire deschisa a sa. Atunci exista funct¸iile continue pi: X ![0, 1]cu urmatoarele proprietat¸i: (a) supp(fi) Vi, i = 1, 2,· · ·, n; n (b)Pifi(x) = 1, x2X. =1 Demonstrat¸ie.Pentru ﬁecare x 2 X exista Vi2 Vastfel ˆncˆat x 2 Vi¸si, (x)(x) conform Teoremei 1.8, exista Uxvecinatate deschisa a lui x astfel ˆncˆatUx Vi (x) (se ia A = {x} ¸si B = X\Vi). Spat¸iul compact X se poate acoperi cu (x) U = {Ux; j = 1,· · ·, m}. j Pentru ﬁecare i2 {1,· · ·, n}, consideram Wica ﬁind reuniunea tuturor mult¸imilor dinUcare au proprietateaUx Vi. Este clar ca{Wi;i = 1, 2,· · ·, n} acopera X j ¸siWiVi. Aplicam Corolarul 1.2 ¸si determinam funct¸iile continue fi:X ! [0, 1] cu proprietatea ca fi(x) = 1 daca x2Wi¸si supp(fi)Vi. Construim p1=f1, p2=f2(1f1),· · ·, pn=fn(1f1)(1f2)· · · (1 fn). 1 Este clar ca supp(pi)Ui¸si p1+p2+· · · + pn= 1 (1 f1)· · · (1 fn). Deoarece familia{Wi; i = 1, 2,· · ·, n} este acoperire pentru X, deducem n X pi(x) = 1 i=1 pentru orice x2X. Deﬁnit¸ia 1.2Data acoperirea deschisaV = {Vi; i = 1, 2,· · ·, n} a spat¸iului com- pactX, familia de funct¸ii continue{pi;i = 1, 2,· · ·, n}, pi:X ! [0, 1], care veriﬁca (a) ¸si (b) din Teorema 1.9 se nume¸ste partit¸ie a unitat¸ii subordonata acopeririiV. Teorema 1.9 aﬁrma ca ˆntr-un spat¸iu compact, pentru ﬁecare acoperire deschisa ﬁnita exista o partit¸ie a unitat¸ii subordonata ei. Am prezentat ˆn detaliu existent¸a partit¸iei unitat¸ii ˆn spat¸ii metrice ¸si ˆn spat¸ii compacte. Se poate demonstra existent¸a partit¸iei unitat¸ii ˆn spat¸ii paracompacte. Pentru aceasta se arata mai ˆntˆai ca un spat¸iu paracompact este normal iar apoi se arata ca ˆntr-un spat¸iu normal ﬁecarei acoperiri local ﬁnite i se poate asocia o partit¸ie a unitat¸ii subordonata ei. De altfel, existent¸a partit¸iei unitat¸ii este echiva- lenta cu proprietatea spat¸iului de a ﬁ paracompact. Aceste rezultate sunt datorate lui Ernest Michael (1953). Cititorul interesat poate consulta [34] pentru detalii. Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii13 1.3 Aplicat¸ii Sa prezentam cˆateva aplicat¸ii ale partit¸iei unitat¸ii; multe altele vor ﬁ date ˆn capi- tolele urmatoare. Teorema 1.10(Dugundji)FieX un spat¸iu metric,Y un spat¸iu normat,AX o mult¸ime ˆnchisa ¸sif : A!Y o funct¸ie continua. Atuncif are o extensie continua, F: X !Y astfel ˆncˆat F(x) 2 conv(f(A)) pentru orice x2X. Demonstrat¸ie.Deoarece mult¸imeaA este ˆnchisa, pentru ﬁecarex2X\A exista "(x) > 0 astfel ˆncˆat S(x, "(x)) \A = ;. Familia {Ax=S(x,"(x)); x2X\A} 4 este o acoperire deschisa a mult¸imii X \A. Fie{Ui; i 2 I} o raﬁnare local ﬁnita a sa ¸si{pi; i 2 I} o partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonata ei. Pentru ﬁecare i2I exista x(i) 2X\A astfel ˆncˆat UiAx. Deﬁnim F prin (i) ( F(x) =f(x) daca x2AP i2Ipi(x)f(xi) daca x2X\A, unde xi2A este astfel ˆncˆat d(xi, Ui)< 2 d(A, Ui).(1.2) Precizam ca d(A, B) noteaza inf{(a, b); a 2 A, b2 B}, unde este metrica pe X. Existent¸a luixicare satisface (1.2) este asigurata de faptul cad(A, Ui)> 0. Sa aratam caF este continua peX. Este clar ca ea este continua pe intA¸si peX\A. Fie x02 Fr(A). Daca x2X\A ¸si pi(x) > 0 atunci avem x2UiAx. Dar un (i) calcul simplu arata ca (xi, x0) 4(x0, x). Intradevar, folosind (1.2), deducem ca exista y2Uiastfel ˆncˆat (xi, y) < 2 d(A, Ui). Este u¸sor de vazut ca (x, y) < (x, x0). Obt¸inem astfel (xi, x0)(xi, y) +(y, x0) 2(x0, x) +(x0, y) 4(x0, x). Folosind continuitatea luif ˆnx0¸si deﬁnit¸ia luiF rezulta imediat continuitatea lui F ˆn x0. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. 14O. Cˆarja Sa observam ca rezultatul are loc, cu aceea¸si demonstrat¸ie, ¸si ˆn cazul cˆand Y este spat¸iu local convex. A fost obt¸inut de James Dugundji [33] ˆn 1951, extinzˆandu- se astfel rezultatul lui Heinrich Tietze din 1915 referitor la cazul Y = R. Problema extensiei la tot spat¸iul a funct¸iilor reale continue deﬁnite pe mult¸imi ˆnchise a fost tratata pentru prima data ˆn spat¸iulR2de Henri Lebesgue (1907). A urmat Heinrich Tietze ˆn 1915 pe spat¸ii metrice ¸si apoi Pavel Uryson pe spat¸ii normale ˆn 1925. Sa enunt¸am acest rezultat ¸si sa facem cˆateva comentarii asupra lui. Teorema 1.11Fie X un spat¸iu normal ¸si ﬁe A o submult¸ime ˆnchisa a lui X. (a)Orice funct¸ie continua f : A ![a, b]poate ﬁ extinsa la o funct¸ie continua F: X ! [a, b] (b)Orice funct¸ie continua f : A !Rpoate ﬁ extinsa la o funct¸ie continua F: X !R Ideea demonstrat¸iei punctului (a) este de a se construi un ¸sir de funct¸ii continue (sn) deﬁnite peX, astfel ˆncˆat (sn) converge uniform ¸si astfel ˆncˆat restrict¸ia luisnla A aproximeazaf. Funct¸ia limita va ﬁ funct¸ia cautata. Construct¸ia luisnse bazeaza pe Lema lui Uryson. Punctul (b) rezulta din (a). Intr-adevar, observam ˆntˆai ca putem ˆnlocuiR cu (1, 1) deoarece (1, 1) este homeomorf cuR. Aplicam (a) ¸si extindem f la g : X ! [1, 1]. Consideram apoi D = g1(1))[g1(1), care este o mult¸ime ˆnchisa deoarece g este o funct¸ie continua. Dar g(A) = f(A) (1, 1) ¸si deci A\D =;. Aplicam acum Lema lui Uryson ¸si gasim o funct¸ie continua h: X ![1, 1] astfel ˆncˆat h(D) ={0} ¸si h(A) ={1}. Extensia cautata este F= h g. Ipoteza ca A este ˆnchisa este esent¸iala ˆn Teorema 1.11. De exemplu, f : (0, 1] !R data de f(x) = sin 1/x nu are o extensie continua la [0, 1]. Teorema 1.11 se poate generaliza u¸sor la funct¸ii cu valori ˆnRn. Este interesant de notat ca ˆn lucrarea lui Dugundji [33], ca o consecint¸a a Teore- mei 1.10, se arata pentru prima data ca, ˆn spat¸ii normate inﬁnit dimensionale, sfera unitate ˆnchisa nu are proprietatea de punct ﬁx (vezi Capitolul 4). Mai precis, ˆn spat¸ii normate inﬁnit dimensionale exista funct¸ii continuef : B(0, 1) !B(0, 1) fara puncte ﬁxe. Vom prezenta ˆn continuare demonstrat¸ia data de Heinrich Steinlein [87] ˆn 1979 pentru aceasta aﬁrmat¸ie. In primul rˆand sa observam ca are loc o u¸soara extindere a Teoremei 1.10 ¸si anume: Cap. 1 Partit¸ia Unitat¸ii15 Propozit¸ia 1.1In condit¸iile Teoremei1.10, ﬁe D o submult¸ime densa a lui A. Atuncif are o extensie continuaF : X !Y astfel ˆncˆatF(x) 2f(A)[conv(f(D)) pentru orice x2X. Demonstrat¸ia este aceea¸si cu cea a Teoremei 1.10 cu singura modiﬁcare caxiˆn (1.2) este luat din D. Teorema 1.12Fie Y un spat¸iu normat de dimensiune algebrica inﬁnita ¸si U = {x 2 Y ;kxk = 1}. Exista o funct¸ie continua h : B(0, 1) ! U cu proprietatea ca h(x) =x pentru orice x2U. Demonstrat¸ie.Fie L un subspat¸iu propriu a lui Y care este dens. In spat¸ii inﬁnit dimensionale astfel de subspat¸ii exista, de exemplu, nuclee de funct¸ionale liniare necontinue. Sa notam B = B(0, 1). Se aplica Propozit¸ia 1.1 pentru X = B, A = U, D = U \L ¸si f aplicat¸ia identica pe U. Exista deci F : B ! Y astfel ˆncˆat F(x) = x pentru x2U ¸si F(B) U [ conv(U \L) =U [ (B\L), ¸si deci F(B) este o submult¸ime proprie a lui B. Luam x02 B(0, 1/3)\F(B) ¸si deﬁnim ) +kxx0kx0 G(x) =(1/2)(xx0 k(1/2)(xx0) +kxx0kx0k daca 0<kxx0k< 1/2 ¸si G(x) =x kxk dacakxx0k 1/2. Funct¸ia cautata este h = GF . Observat¸ia 1.2Iata un exemplu de funct¸ionala liniara necontinua pe spat¸iul in- ﬁnit dimensional Y . Se considera H = {bn;n2N} o mult¸ime liniar independenta din U ={y; kyk= 1}¸siBo baza algebrica pentru Y ce include mult¸imea H. Deﬁnim f(bn) =n ¸si f(b) = 0 pentru b2 B \H. Apoi extindem f prin liniaritate la tot spat¸iul Y . Este clar ca f(U) nu este marginita, deci f nu este continua. Corolarul 1.3In spat¸ii normate inﬁnit dimensionale exista funct¸ii continue f : B(0, 1) !B(0, 1) fara puncte ﬁxe. 16O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Funct¸ia deﬁnita prin f(x) = h(x), unde h este funct¸ia din Teorema 1.11, satisface condit¸ia ceruta. Incheiem acest paragraf cu un rezultat de aproximare a unei funct¸ii continue prin funct¸ii lipschitziene. Apart¸ine lui Andrzej Lasota ¸si James A. Yorke (1973). Teorema 1.13Fie D o submult¸ime nevida ¸si deschisa din spat¸iul metric X ¸si f: D ! Y o funct¸ie continua, unde Y este un spat¸iu normat. Atunci f se poate aproxima uniform prin funct¸ii local lipschitziene. Mai precis, pentru ﬁecare " > 0 exista o funct¸ie local lipschitziana f":D!Y astfel ˆncˆat supkf"(x) f(x)k ". x2D Mai mult, f"(D) conv(f(D)). Demonstrat¸ie.Fie " > 0. Familia{f1(S(f(x), "/2)); x 2 D} este o acoperire deschisa pentruD. Fie{Ri; i2I} o raﬁnare deschisa local ﬁnita a sa ¸si{pi;i2I} o partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonata ei. Pentru ﬁecare i2I luam xi2Ri¸si deﬁnim X f"(x) =pi(x)f(xi). i2I Este clar ca f"este local lipschitziana ¸si f"(D) conv(f(D)). Sa aratam ca kf"(x) f(x)k< ". Pentru aceasta, sa observam ca daca pi(x) > 0 atunci x 2 Ri¸si exista x(i) 2 D astfel ˆncˆat f(x) 2S(f(x(i)), "/2) ¸si f(xi)2S(f(x(i)), "/2). Capitolul 2 Multifunct¸ii 2.1 Deﬁnit¸ii, exemple. In acest capitol prezentam cˆateva elemente din teoria aplicat¸iilor multivoce, adica a aplicat¸iilor F : X ! 2Y, X ¸si Y ﬁind doua mult¸imi. Prin urmare, ﬁecarui element x2 X i se asociaza o submult¸ime a lui Y (care poate ﬁ ¸si;), notata F(x). Dupa cum se va vedea mai jos, mai potrivita este deﬁnirea multifunct¸iei ca orelat¸ie, adica o submult¸ime a produsului cartezian X×Y deoarece ˆn multe cazuri structura lui 2Yeste mai saraca decˆat cea a lui Y . Acest punct de vedere este ˆmbrat¸i¸sat ˆn special de economi¸sti, not¸iunea utilizata ﬁind cea decorespondent¸a. Noi vom folosi termenul demultifunct¸ie ¸si notat¸ia F : X ;Y . Submult¸imea F(x) a lui Y se nume¸stevaloarea lui F ˆn x. Submult¸imea Dom(F) ={x2X; F(x) 6=;} se nume¸stedomeniul lui F. O multifunct¸ie se nume¸steproprie daca are domeniul nevid ¸sistricta daca domeniul este ˆntreg spat¸iul. Mult¸imea [ Im(F) =F(x) x2X o numimimaginea lui F. Daca DX, deﬁnim [ F(D) =F(x). x2D 17 18O. Cˆarja Deci, Im(F) =F(X). De fapt, o multifunct¸ieF este caracterizata pringraﬁcul sau, submult¸imea lui X×Y deﬁnita prin Graf(F) ={(x, y); y2F(x)}. Intr-adevar, dacaFeste o submult¸ime nevida a spat¸iului X ×Y , ea este graﬁcul multifunct¸iei F : X ;Y deﬁnita prin F(x) ={y2Y ; (x, y) 2 F}. Sa observam ca ˆn deﬁnit¸ia graﬁcului am considerat multifunct¸ia ca ﬁind o relat¸ie ¸si nu o funct¸ie de laX la 2Ypentru ca am deﬁnit Graf(F) ca ﬁind o submult¸ime a lui X×Y ¸si nu a lui X× 2Y.Inversa F1a lui F este multifunct¸ia F1:Y ;X deﬁnita prin F1(y) ={x2X; y2F(x)} sau, echivalent, Graf(F1) ={(y, x); (x, y) 2 Graf(F)}. Notam ca mult¸imea Dom(F) este proiect¸ia mult¸imii Graf(F) pe X iar Im(F) = Dom(F1) este proiect¸ia mult¸imii Graf(F) peY . Vom spune ca o multifunct¸ie este ˆnchisa (convexa) daca Graf(F) este mult¸ime ˆnchisa (convexa) ˆn spat¸iul X ×Y . O multifunct¸ie al carei graﬁc este con (convex) (ˆnchis) se nume¸ste proces (convex) (ˆnchis). Daca M Y notam F1(M) ={x; F(x) \M 6=;}, F+1(M) ={x; F(x) M}. Este u¸sor de veriﬁcat ca F1(Y\M) =X\F+1(M), F+1(Y\M) =X\F1(M). Sa observam ca atunci cˆand F este funct¸ie, adica F(x) ={f(x)} unde f : X !Y este o funct¸ie, ambele mult¸imi F1(M) ¸si F+1(M) deﬁnite mai sus se reduc la f1(M) ={x2X; f(x) 2M}. Anticipˆand put¸in, cele doua moduri de a deﬁni contraimaginea unei mult¸imi conduc la doua concepte de continuitate globala pentru multifunct¸ii care extind conceptul de continuitate de la funct¸ii. Astfel, dacaF1(M) este deschisa ˆn Dom(F) pentru orice M deschisa ˆn Y , spunem ca F este semicontinua inferior, iar daca F+1(M) este deschisa ˆn Dom(F) pentru orice mult¸ime M deschisa ˆn Y , spunem ca F este semicontinua superior. Ambele not¸iuni se reduc la continuitate cˆandF este funct¸ie. Sa prezentam ˆn continuare cˆateva exemple semniﬁcative de multifunct¸ii. Cap. 2 Multifunct¸ii19 Exemplul 2.1Consideram f : X !Y o funct¸ie ¸si deﬁnim multifunct¸ia F : Y ; X prin F(y) =f1(y) ={x; f(x) =y}. Daca f nu este surjectiva atunci Dom(F) nu este tot spat¸iul Y . Daca f nu este injectiva atunci F nu este o funct¸ie. Studiul acestei multifunct¸ii este legat de rezolvarea ecuat¸iei f(x) = y. De exemplu, studiul stabilitat¸ii ˆn raport cu y a solut¸iilor ecuat¸iei conduce la studiul continutat¸ii multifunct¸iei F. Exemplul 2.2(multifunct¸ii parametrizate) Consideram funct¸iaf : X×Z !Y ¸si deﬁnim multifunct¸ia F : X ;Y prin F(x) ={f(x, u); u2Z}.(2.1) Astfel de multifunct¸ii apar ˆn teoria controlului. Mai general, considerˆand multi- funct¸ia U : X ; Z, funct¸iei f ¸si multifunct¸iei U li se asociaza multifunct¸ia G : X;Y G(x) ={f(x, u); u2U(x)}.(2.2) Legate de aceste multifunct¸ii sunt incluziunile diferent¸iale. Astfel, considerˆandu- se un sistem dinamic x0(t) =f(x(t), u(t)), x(0) =x0(2.3) controlat prin parametrul u (numitcontrol), solut¸iile ecuat¸iilor diferent¸iale (2.3) sunt solut¸iile incluziunii diferent¸iale x0(t)2F(x(t)) x(0) =x0, unde F este data de (2.1) ¸si ˆn care controalele nu apar ˆn mod explicit. Incluziunea diferent¸iala asociata multifunct¸iei G data de (2.2), adica x0(t)2G(x(t)) x(0) =x0, descrie un sistem dinamic ˆn care apare o lege de feed–back a controalelor admisibile, u(t)2U(x(t)). Exemplul 2.3Fie f : X ×Y !R, G : X ; Y ¸si pentru ﬁecare x 2 X ﬁe problemele de maximizare supf(x, y).(2.4) y2G(x) 20O. Cˆarja Funct¸ia h : X !R deﬁnita prin h(x) = supf(x, y) y2G(x) se nume¸stefunct¸ia valoare asociata problemelor (2.4). In teoria optimizarii, o pro- blema de mare interes este studiul multifunct¸iei F : X ; Y ale carei valori sunt solut¸iile problemelor (2.4), adica F(x) ={y2G(x); h(x) =f(x, y)}. Exemplul 2.4Consideram funct¸ia f : X !R[ {+1} ¸si deﬁnim F : X ;R prin ( daca f(x) < +1 F(x) =f(x) +R+ ;daca f(x) = +1. Este clar ca Dom(F) ={x; f(x) < +1} = dom (f) iar Graf(F) ={(x, y) 2X×R; f(x) y}. Mult¸imea din membrul drept al egalitat¸ii de mai sus se nume¸steepigraful funct¸iei f) ¸si se noteaza epi(f). Se vede ca ﬁecarei funct¸ii care ia valori ˆnR[ {+1} i se asociaza o multifunct¸ie ca mai sus ¸si reciproc, ﬁecarei multifunct¸ii cu valori ˆnR i se poate asocia o funct¸ie a carui epigraf sa ﬁe graﬁcul multifunct¸iei date. Pentru aceasta se deﬁne¸ste f(x) = infF(x), x2X. In mod similar, funct¸iei g : X !R[ {1}i se poate asocia multifunct¸ia G : X ;R prin ( daca g(x) >1 G(x) =g(x) R+ ;daca g(x) =1, Avem Graf(G) ={(x, y) 2X×R; g(x) y}. Mult¸imea din membrul drept al egalitat¸ii de mai sus se nume¸stehipograful funct¸iei g) ¸si se noteaza hipo(g). Cap. 2 Multifunct¸ii21 Exemplul 2.5Fie f : X !R[ {+1} o funct¸ie convexa ¸si proprie. Multifunct¸ia F: X ;Xdeﬁnita prin F(x) ={x2X; f(x) f(y) hxy, xi,8y2X} se nume¸stesubdiferent¸iala funct¸iei f ¸si se noteaza (de obicei) cu @f. Precizam ca h·,·i noteaza dualitatea naturala ˆntre X ¸si X, adicahx, xi = x(x). Exemplul 2.6Fie X spat¸iu Banach ¸si F : X ;Xdeﬁnita prin F(x) ={x2X;hx, xi = kxk2=kxk2}. Aceasta multifunct¸ie se nume¸steaplicat¸ia de dualitate a spat¸iului X. Daca X este spat¸iu Hilbert atunci F devine izomorﬁsmul canonic dat de Teorema lui Riesz. Deoarece ˆntr-un spat¸iu normatX, pentru ﬁecarex2X existax2Xcuhx, xi = kxk2¸sikxk = kxk (vezi [37, p.111]), rezulta ca Dom(F) =X. 2.2 Multifunct¸ii superior semicontinue ¸si multifunct¸ii inferior semicontinue Toate spat¸iile topologice considerate ˆn continuare sunt presupuse a ﬁ separate Hausdorﬀ. Deﬁnit¸ia 2.1Fie X ¸siY spat¸ii topologice ¸siF : X ;Y o multifunct¸ie. Spunem ca Feste superior semicontinua ˆn x02 Dom(F) daca, pentru orice mult¸ime deschisa Vcu proprietatea F(x0) V , exista o vecinatate U a lui x0astfel ˆncˆat F(U) V . Multifunct¸ia F este superior semicontinua (global) daca ea este superior semi- continua ˆn orice punct din Dom(F). Deﬁnit¸ia 2.2Fie X ¸siY spat¸ii toplogice ¸siF : X ;Y o multifunct¸ie. Spunem ca Feste inferior semicontinua ˆn x02 Dom(F) daca, pentru orice mult¸ime deschisa Vcu proprietatea ca F(x0)\V 6=;, exista o vecinatate U a lui x0astfel ˆncˆat pentru orice x 2 U \ Dom(F) avem F(x) \V 6=;. Multifunct¸ia F este inferior semicontinua (global) daca ea este inferior semicontinua ˆn orice punct din Dom(F). Sa consideram multifunct¸iile F1:R;R ¸si F2:R!R deﬁnite prin ( F1(x) ={0}daca x = 0 [1, 1] daca x6= 0 22O. Cˆarja ( F2(x) =[1, 1] daca x = 0 {0}daca x6= 0. Multifunct¸iaF1este inferior semicontinua ˆn orice punct dinR dar nu este superior semicontinua ˆn x = 0. Sa justiﬁcam partea ﬁnala a aﬁrmat¸iei de mai sus. Con- sideram V = (1/2, 1/2), observam ca F1(0)V dar pentru orice U vecinatate a lui 0 ¸si x2U, x6= 0, avem F1(x) = [1, 1] 6V . Multifunct¸ia F2este superior se- micontinua ˆn orice punct dinR dar nu este inferior semicontinua ˆnx = 0. Pentru a demonstra partea ﬁnala a acestei aﬁrmat¸ii, consideram V = (0, 1/2) ¸si observam ca F2(0)\V 6=;, dar pentru orice U vecinatate a lui 0 ¸si x 2 U, x 6= 0,avem F2(x) ={0} ¸si deci F2(x) \V = ;. Sa facem cˆateva comentarii asupra terminologiei. De¸si ambele concepte intro- duse ˆn Deﬁnit¸iile 2.1 ¸si 2.2 se reduc la continuitate ˆn cazul funct¸iilor, unele legaturi cu semicontinuitatea inferioara ¸si superioara de la funct¸ii se pot face. In primul rˆand, daca privim multifunct¸iaF ca o funct¸ie de laX la 2Y, ˆntrebarea ﬁreasca este daca not¸iunile de continuitate introduse mai sus corespund continuitat¸ii clasice pentru anumite topologii pe spat¸iul 2Y. Raspunsul este aﬁrmativ. Semicontinuitatea supe- rioara corespunde continuitat¸ii clasice cˆand pe 2Yse consideratopologia superioara adica topologia generata de baza U = {[·, G]; G2} [ {;}, unde [·, G] noteaza{U 2 2Y; U G}, iar este topologia peY . Aceasta topologie este similara cu topologia inferioara peR daca se ˆnlocuie¸ste cu >. Dar topologia inferioara peRconduce la not¸iunea de funct¸ie inferior semicontinua pentru f : X!R. Considerat¸ii similare se pot face ¸si pentru semicontinuitatea inferioara a multifunct¸iilor. Not¸iunile de semicontinuitate inferioara ¸si superioara pentru multifunct¸ii au fost introduse ¸si studiate, ˆn maniera prezentata aici, de Kazimierz Kuratowski [53] ˆn 1932. Ment¸ionam ˆnsa ca originea lor este ceva mai veche. In acest context amintim teza de doctorat a lui Florin Vasilescu publicata laGauthier-Villars ˆn 1925 (pentru multifunct¸ii din plan) ¸si o lucrare tot din 1925 a lui Robert Lee Moore [68] (aici se folosesc not¸iunile de limita inferioara ¸si superioara pentru ¸siruri de mult¸imi). Propozit¸ia urmatoare pune ˆn evident¸a un alt element de legatura ˆntre semi- continuitatea multifunct¸iilor ¸si semicontinuitatea funct¸iilor. Propozit¸ia 2.1Fie X spat¸iu topologic, funct¸ia f : X !R¸si multifunct¸ia F : X;R, F(x) =f(x) +R+. Cap. 2 Multifunct¸ii23 (i) Funct¸iaf este inferior semicontinua daca ¸si numai daca multifunct¸iaF este superior semicontinua; (ii)Funct¸ia f este superior semicontinua daca ¸si numai daca multifunct¸ia F este inferior semicontinua. Demonstrat¸ie.(i) Presupunem ca f este inferior semicontinua. Fie x02 X ¸si V o mult¸ime deschisa ˆnR astfel ˆncˆat F(x0) V . Exista deci < f(x0) cu (,1) V . Deoarece f este inferior semicontinua, exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat f(x) > pentru orice x 2 U ¸si deci F(x) V pentru orice x 2 U. Reciproc, presupunem ca F este superior semicontinua ¸si aratam ca f este inferior semicontinua. Pentru aceasta, ﬁe < f(x0). Avem F(x0) (,1) ¸si deci exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat F(x) (,1) pentru x2U. Aceasta arata ca f(x) > pentru x2U ¸si deci f este inferior semicontinua ˆn x0. (ii) Presupunem ca f este superior semicontinua. Fie x02 X ¸si V , deschisa ˆnR, astfel ˆncˆat F(x0)\V 6=;. Exista deci 2 F(x0)\V prin urmare 2 V ¸si f(x0). Deoarece V este deschisa, putem presupune ca > f(x0). Cum f este superior semicontinua, exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat pentru x2U avem f(x) < . Prin urmare 2F(x) \V pentru x2U, ceea ce arata ca F este inferior semicontinua ˆn x0. Lasam pe seama cititorului ˆncheierea demonstrat¸iei. De asemenea trimitem la Problemele 6.4 ¸si 6.5. Sa prezentam acum un rezultat de caracterizare a semicontinuitat¸ilor globale. Teorema 2.1Fie X ¸si Y spat¸ii topologice. Multifunct¸ia F : X ;Y este superior semicontinua daca ¸si numai daca pentru orice mult¸imeD, deschisa ˆnY, mult¸imea F+1(D) ={x2 Dom(F); F(x) D} este deschisa ˆn Dom(F). Demonstrat¸ie.Presupunem ca F este superior semicontinua ˆn orice punct din Dom(F). Fie D deschisa ˆn Y . Pentru ﬁecare x2 Dom(F) cu F(x) D, exista o mult¸ime deschisa Uxastfel ˆncˆat x2Ux¸si F(Ux)D. Este clar ca Ux\ Dom(F) este deschisa ˆn Dom(F) ¸si [ (Ux\ Dom(F)) ={x2 Dom(F); F(x) D}, reuniunea din membrul stˆang ﬁind luata dupa aceix din mult¸imea scrisa ˆn membrul drept. Deoarece mult¸imea din membrul stˆang este deschisa rezulta ca mult¸imea din 24O. Cˆarja membrul drept este deschisa. Reciproc, ﬁe x02Dom(F) ¸si ﬁe V deschisa astfel ˆncˆat F(x0)V . Atunci mult¸imea U = {x2 Dom(F); F(x) V} este deschisa, cont¸ine x0¸si F(U) V . Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Teorema 2.2Fie X ¸si Y spat¸ii topologice. Multifunct¸ia F : X ;Y este inferior semicontinua daca ¸si numai daca pentru orice mult¸imeD, deschisa ˆnY, mult¸imea F1(D) ={x; F(x) \D6=;} este deschisa ˆn Dom(F). Demonstrat¸ie.Presupunem ca F este inferior semicontinua ˆn orice punct din Dom(F). Fie D o mult¸ime deschisa ¸si ﬁe x02 {x; F(x) \D 6=;}. Este clar ca x02 Dom(F) ¸si deci existaU, vecinatate a luix0, astfel ˆncˆatF(x) \D6=; pentru x2U \ Dom(F). Aceasta arata ca U\ Dom(F) {x; F(x) \D6=;}. Reciproca se demonstreaza analog ¸si o lasam ca exercit¸iu. Sa mai observam ca F este superior semicontinua daca ¸si numai daca F1( ) este ˆnchisa ˆn Dom(F) pentru orice mult¸ime ˆnchisa ˆnY ¸si ca este inferior semi- continua daca ¸si numai daca F+1( ) este ˆnchisa ˆn Dom(F) pentru orice mult¸ime ˆnchisa ˆn Y . Sa prezentam acum ¸si cˆateva caracterizari ale semicontinuitat¸ilor ˆn punct. Teorema 2.3Fie X ¸si Y spat¸ii metrice, F : X ; Y o multifunct¸ie ¸si x02 Dom(F). Urmatoarele condit¸ii sunt echivalente: (i) Multifunct¸ia F este superior semicontinua ˆn x0; (ii) Pentru orice mult¸ime ˆnchisa veriﬁcˆandF(x0)\ =;existaU, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat F(U) \ =;; (iii)Pentru orice mult¸ime ˆnchisa ¸si pentru orice ¸sir(xn)cu xn! x0¸si F(xn)\ 6=;avem F(x0)\ 6=;; (iv) Pentru orice mult¸ime deschisa V astfel ˆncˆat F(x0) V ¸si orice ¸sir (xn), xn!x0, exista nVastfel ˆncˆat, daca nnV, avem F(xn)V. Cap. 2 Multifunct¸ii25 Demonstrat¸ie.(i) ) (ii) Fie o mult¸ime ˆnchisa astfel ˆncˆat F(x0)\ =;. Mult¸imea V = Y \ este deschisa ¸si F(x0)V . Din (i), exista o vecinatate U a lui x0astfel ˆncˆat F(U) V , ceea ce implica F(U) \ =;. (ii))(iii) Fie o mult¸ime ˆnchisa ˆn Y ¸si ﬁe (xn) un ¸sir cu xn! x0¸si F(xn)\ 6=;. Presupunem ca F(x0)\ =;. Conform (ii) exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat F(U) \ =;. Pentru n suﬁcient de mare avem xn2U, ceea ce conduce la o contradict¸ie. (iii) ) (iv) FieV deschisa astfel ˆncˆatF(x0)V ¸si ﬁe (xn) un ¸sir convergent la x0. Mult¸imea =Y \V este ˆnchisa ¸siF(x0)\ =;. Presupunem, prin reducere la absurd, ca pentru oricen existam > n cu proprietateaF(xm)\ 6=;. Se obt¸ine astfel un ¸sir pentru care are loc (iii) ¸si deci F(x0)\ 6=;, contradict¸ie. (iv))(i) Fie V deschisa astfel ˆncˆat F(x0) V . Prin reducere la absurd, presupunem ca pentru orice vecinatateU a luix0existaxU2U astfel ˆncˆatF(xU)6 V . Se obt¸ine un ¸sir convergent la x0care contrazice (iv). Teorema 2.4Fie X ¸si Y spat¸ii metrice, F : X ; Y o multifunct¸ie ¸si x02 Dom(F). Urmatoarele aﬁrmat¸ii sunt echivalente: (i) Multifunct¸ia F este inferior semicontinua ˆn x0; (ii)Pentru orice y 2 F(x0)¸si orice V, vecinatate deschisa a lui y, exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat pentru orice x2U\ Dom(F) avem F(x) \V 6=;; (iii)Pentru orice y 2 F(x0)¸si orice ¸sir(xn)Dom(F)cu xn! x0, exista ¸sirul (yn)cu yn2F(xn)pentru orice n, astfel ˆncˆat yn!y. Demonstrat¸ie.(i))(ii) Fie y 2 F(x0) ¸si V o vecinatate deschisa a lui y. Avem F(x0)\V 6=; ¸si deci exista U, vecinatate a lui (x0), astfel ˆncˆat pentru x2U \ Dom(F) avem F(x) \V 6=;. (ii) ) (iii) Fie y 2F(x0) ¸si ﬁe ¸sirul (xn) Dom(F) cu xn!x0. Consideram V= S(y, 1/n), aplicam (ii) ¸si deducem ca pentru ﬁecare n exista Un, vecinatate pentru x0, astfel ˆncˆat, daca x 2 Un, avem F(x) \S(y, 1/n)6=;. Prin urmare, exista ¸sirul (kn), strict crescator, astfel ˆncˆat pentru oriceiknexistayi2F(xi)\ S(y, 1/n). Construim ¸sirul yk, yk,· · ·, yk, yk,· · ·, yk,· · · 11+122+13 Acest ¸sir satisface condit¸iile cerute de (iii). (iii) ) (i) Fie V deschisa astfel ˆncˆat F(x0)\V 6=;. Prin reducere la absurd, presupunem ca pentru orice U, vecinatate a lui x0, exista xU2U \ Dom(F) astfel ˆncˆat F(xU)\V = ;. Construim astfel un ¸sir (xn), xn! x0, ceea ce contrazice (iii). 26O. Cˆarja O multifunct¸ie care este ˆn acela¸si timp superior semicontinua ¸si inferior semi- continua se nume¸ste continua. Sa vedem care este legatura dintre continuitatea deﬁnita mai sus ¸si cea ˆn metrica Pompeiu–Hausdorﬀ. Amintim ca daca Y este spat¸iu metric ¸si I(Y ) este familia mult¸imilor ˆnchise ¸si nevide din Y atunci (A, B) = max{supd(x, B), supd(x, A)}(2.5) x2Ax2B este o metrica extinsa pe I(Y ). Pentru a simpliﬁca scrierea sa mai notam e(A, B) = supd(x, B),(2.6) x2A astfel ca (A, B) = max{e(A, B), e(B, A)}. Distant¸ae(A, B) prezentata mai sus a fost introdusa ¸si utilizata ˆn analiza complexa de Dimitrie Pompeiu ˆn teza sa de doctorat publicata ˆn 1905. Pentru e(A, B) Pompeiu a utilizat termenul de“´ecart” al mult¸imii A relativ la mult¸imea B. Tot Pompeiu a introdus metrica (A, B) =e(A, B) +e(B, A) pe spat¸iul mult¸imilor nevide ¸si compacte din plan. Felix Hausdorﬀ, ˆn cartea Gr¨undzuge der Mengenlehre [44] din 1914, a extins deﬁnit¸ia la spat¸ii metrice ¸si a introdus metrica(·,·) echivalenta evident cu metrica (·,·) introdusa de Pompeiu. Teorema 2.5Fie X ¸si Y spat¸ii metrice ¸si ﬁe F : X ;Y o multifunct¸ie cu valori ˆnchise ¸si nevide. (i) Daca F este superior semicontinua ˆn x0atunci funct¸ia x7!e(F(x), F(x0)) este continua ˆn x0. Reciproca este adevarata daca F(x0)este compacta. (ii) Daca funct¸ia x7!e(F(x0), F(x)) este continua ˆn x0atunci F este inferior semicontinua ˆn x0. Reciproca este adevarata daca F(x0)este compacta. (iii) Daca F are valori compacte atunci continuitatea ei ˆn x0este echivalenta cu continuitatea funct¸iei x7!(F(x), F(x0))ˆn x0. Cap. 2 Multifunct¸ii27 Demonstrat¸ie.Fie xn!x0, " > 0 ¸si [ V=S(y, "). y2F(x0) Deoarece F este superior semicontinua ˆn x0, exista n"astfel ˆncˆat pentru n n" avem F(xn) V . Rezulta imediat ca e(F(xn), F(x0)) " pentru n n". Pentru reciproca, ﬁe W deschisa cu F(x0) W . Cum F(x0) este compacta, exista " > 0 astfel ˆncˆat V W . Pentru a demonstra acest fapt consideram funct¸ia continua f(y) =d(y, X\V ) care-¸si atinge minimul pe mult¸imea compacta F(x0). Fie acest minim "0> 0. Valoarea " = "0/2 satisface condit¸ia ceruta. Pe de alta parte, exista o vecinatate U a lui x0astfel ˆncˆat pentru x2U avem e(F(x), F(x0))< "/2, ceea ce implica u¸sor ca F(x) V . (ii) Fie V deschisa cu V \F(x0)6=;. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista un ¸sir (xn) cu xn!x0¸si F(xn)\V = ; pentru orice n. Fie y02V \F(x0) ¸si S(y0, r) V . Atunci S(y0, r) \F(xn) =;,8n2N, ceea ce spune ca ¸sirul (d(y0, F(xn))) nu converge la zero. De aici rezulta ca nici ¸sirul (e(F(x0), F(xn))) nu converge la zero, ceea ce este o contradict¸ie. Pentru reciproca, pesupunem ca F este inferior semicontinua ˆn x0¸si ca F(x0) este compacta. AcoperimF(x0) cu un numar ﬁnit de sfereS(yi, "), i = 1,· · ·, n, cu yi2F(x0). ExistaUi, vecinatate pentrux0, astfel ˆncˆatF(x) \S(yi, ") =; pentru x2Ui. Fie U = \nUi i=1 ¸si y2F(x0). Atunci exista i astfel ˆncˆat y2S(yi, "). Avem d(y, F(x)) (y, yi) +d(yi, F(x)) < 2", deci e(F(x0), F(x)) 2" pentru x 2 U. Punctul (iii) este consecint¸a a primelor doua. Urmatorul exemplu arata ca ipoteza F(x0) compacta este esent¸iala. Fie X = {0, 1, 1/2,· · ·, 1/n,· · ·}, Y=R¸si F : X ; Y deﬁnita prin F(1/n) ={0, 1,· · ·, n}¸si F(0) =N. Multifunct¸ia F este inferior semicontinua ˆn 0 pentru ca, daca V este deschisa ¸si intersecteaza F(0) =N, atunci V intersecteaza F(1/n) pentru orice n suﬁcient de mare. Pe de alta parte, se vede u¸sor ca e(F(0), F(1/n)) ! 1 pentru n ! 1. O proprietate remarcabila a funct¸iilor continue este aceea ca au graﬁcul ˆnchis. Aceasta proprietate se regase¸ste la multifunct¸iile superior semicontinue. 28O. Cˆarja Teorema 2.6Fie X ¸si Y spat¸ii metrice ¸si F : X ; Y o multifunct¸ie superior semicontinua ¸si cu valori ˆnchise. Presupunem ca Dom(F) este mult¸ime ˆnchisa. Atunci Graf(F) este mult¸ime ˆnchisa ˆn X×Y. Demonstrat¸ie.Fie ((xn, yn)) un ¸sir din Graf(F) convergent la (x0, y0). Pre- supunem ca (x0, y0) /2 Graf(F), deci y02Y \F(x0). Deoarece F(x0) este mult¸ime ˆnchisa, din faptul caY este regulat, exista mult¸imile deschise ¸si disjuncteD1¸siD2 cu y02D1¸si F(x0)D2. Din Teorema 2.3 (iv), pentru n suﬁcient de mare avem F(xn)D2. Deci yn2D2pentru n suﬁcient de mare, ceea ce contrazice faptul ca yn!y0. Proprietatea de mai sus nu mai este adevarata ˆn cazul multifunct¸iilor inferior semicontinue. Este u¸sor de vazut ca multifunct¸ia F : R;R deﬁnita prin ( F(x) =[1, 1] pentru x6= 0 {0}pentru x = 0, nu are graﬁc ˆnchis. Intr-adevar, ¸sirul (1/n, 1)2Graf(F) dar (0, 1) /2Graf(F). Dupa cum am precizat deja, multifunct¸ia F este inferior semicontinua. In cazul funct¸iilor f : X !Y , daca Y este compact ¸si funct¸ia are graﬁc ˆnchis atunci ea este continua. In cazul multifunct¸iilor, dupa cum vom vedea mai jos, faptul ca graﬁcul este ˆnchis implica semicontinuitatea superioara. Mai ˆntˆai sa prezentam un rezultat de comportare pentru intersect¸ia a doua multifunct¸ii. Amintim ca un spat¸iu topologic este normal daca, pentru orice doua submult¸imi ˆnchise ¸si disjuncte A ¸si B, exista doua mult¸imi disjuncte ¸si deschise D1¸si D2cu AD1¸siB D2. In Teorema 1.1 am demonstrat ca spat¸iile metrice sunt normale. Teorema 2.7Fie X ¸si Y spat¸ii topologice ¸si F1, F2:X ;Y astfel ˆncˆat F1(x) \ F2(x) 6=;,pentru oricex2X. FieF : X ;Y deﬁnita prinF(x) =F1(x) \F2(x). (i) Presupunem caY este spat¸iu normal. DacaF1¸siF2sunt superior semicontinue cu valori ˆnchise atunci F este superior semicontinua. (ii) Daca F1este superior semicontinua, are valori compacte iar Graf(F2)este mult¸ime ˆnchisa atunci F este superior semicontinua. Demonstrat¸ie.(i) Fie D deschisa ˆn Y ¸si ﬁe A = {x2X; F1(x) \F2(x) D}. Este clar ca pentru x 2 A avem F1(x) \ (F2(x) \D) =;. Mult¸imile F1(x) ¸si F2(x) \D sunt ˆnchise ¸si ca atare existaV1¸siV2deschise ¸si disjuncte, cuF1(x) V1 Cap. 2 Multifunct¸ii29 ¸si F2(x) \D V2. Exista U1¸si U2, vecinatat¸i ale lui x, astfel ˆncˆat F1(U1)V1¸si F2(U2)V2[D. Obt¸inem F(U1\U2)V1\ (V2[D) D. (ii) Fiex02X ¸siV mult¸ime deschisa astfel ˆncˆatF(x0)V . DacaF1(x0)V , din faptul ca F1este superior semicontinua ˆn x0, rezulta ca exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat pentru x 2 U avem F1(x) V . Prin urmare, F(x) V , ceea ce antreneaza semicontinuitatea superioara a lui F ˆn x0. Daca F1(x0)6 V , consideram mult¸imea compacta K = F1(x0)\ (Y\V ). Pentru ﬁecare y 2 K, y /2 F2(x0) ¸si deci (x0, y) /2 Graf(F2). Avˆand ˆn vedere ca Graf(F2) este mult¸ime ˆnchisa, exista U(y), vecinatate deschisa a lui x0, ¸si W (y), vecinatate deschisa a lui y, astfel ˆncˆat Graf(F2)\ (U(y) ×W (y)) =;. Rezulta ca pentru orice x2U(y) avem F2(x) \W (y) =;.(2.7) Familia{W (y); y 2 K} este o acoperire deschisa a mult¸imii compacte K ¸si deci exista o subacoperire ﬁnita{W (yi); i = 1, 2, ..., n}. Fie n [ W=W (yi). i=1 Avem K W , deci F1(x0) W [V . Deoarece W [V este deschisa iar F1este superior semicontinua ˆn x0, exista U, vecinatate deschisa a lui x0, astfel ˆncˆat F1(U) W [V.(2.8) Punˆand n \ U1=U \U(yi), i=1 din (2.7) ¸si (2.8) obt¸inemF1(U1)W[V ¸siF2(U1)\W = ; deci (F1\F2)(U1)V , ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Corolarul 2.1Fie F : X ;Y o multifunct¸ie cu valori nevide ¸si cu graﬁc ˆnchis. Daca Y este spat¸iu compact atunci F este superior semicontinua. 30O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema 2.7 (ii) cu F2(x) =Y pentru orice x2X. Pentru a obt¸ine proprietat¸i de semicontinuitate inferioara pentruF1\F2, ipote- zele sunt destul de severe ¸si nu le vom prezenta aici. Problema 6.12 da un exemplu cˆand intersect¸ia nu este inferior semicontinua iar F1¸si F2au proprietat¸i destul de bune. Problema 6.8 arata ca ipoteza de compactitate a lui Y ˆn Corolarul 2.1 este esent¸iala. Exista multifunct¸ii cu graﬁc ˆnchis ¸si cu valori compacte care nu sunt superior semicontinue. O alta proprietate a funct¸iilor continue care se regase¸ste la multifunct¸iile superior semicontinue este aceea ca imaginea unei mult¸imi compacte este compacta. Rezul- tatul nu este valabil pentru multifunct¸ii inferior semicontinue. Exista multifunct¸ii inferior semicontinue cu valori compacte deﬁnite pe mult¸imi compacte, care au mult¸imea valorilor nemarginita. Vezi Problema 6.8. Teorema 2.8Fie X un spat¸iu compact ¸si F : X ; Y o multifunct¸ie superior semicontinua cu valori nevide ¸si compacte. Atunci mult¸imea F(X) este compacta. Demonstrat¸ie.Fie {Di;i 2 I} o acoperire deschisa a lui F(X). Deoarece F(x) este compacta, pentru ﬁecare x2X exista n(x) 2N ˆncˆat [ F(x)Di. k 1kn(x) Sa notam membrul drept al incluziunii precedente cuD(x). DeoareceF este superior semicontinua, exista U(x), vecinatate deschisa a lui x, astfel ˆncˆat F(U(x)) D(x). Familia{U(x); x2X} este acoperire a luiX ¸si, cumX este compact, existap2N astfel ˆncˆat [[[[ F(X)F(U(xj))D(xj) =Di. k 1jp1jp1jp1kn(x) j In continuare avem ˆn vedere Exemplul 2.2. Ne intereseaza modul ˆn care proprietat¸i de continuitate ale funct¸iei f ¸si ale multifunct¸iei U se transfera la multifunct¸iile F ¸si G deﬁnite de (2.1), respectiv (2.2). Fie deci U : X ;Z, f : X×Z !Y ¸si G : X ;Y, G(x) ={f(x, u); u2U(x)}. Cap. 2 Multifunct¸ii31 Propozit¸ia 2.2Presupunem ca X, Y ¸si Z sunt spat¸ii metrice. (i) Daca multifunct¸iaU este superior semicontinua cu valori nevide ¸si compacte iar f este continua atunci multifunct¸ia G este superior semicontinua. (ii) Daca U are valori nevide ¸si este inferior semicontinua iar f este continua atunci G este inferior semicontinua. Demonstrat¸ie.(i) Fie x02X ¸si V o mult¸ime deschisa cu proprietatea G(x0) V . Mult¸imea V este vecinatate pentru orice f(x0, u) cu u 2 U(x0). Deoarece f este continua, exista u¸si uastfel ˆncˆat, daca (y, v) 2 S(x0, u)×S(u, u), avem f(y, v)2 V . Deoarece U(x0) este compacta, exista{S(ui, u); i = 1, 2, ..., n} i o acoperire a mult¸imii U(x0). Avˆand ˆn vedere ca multifunct¸ia U este superior semicontinua, exista 0> 0 astfel ˆncˆat pentru orice x2S(x0, 0) avem n [ U(x)S(ui, u). i i=1 Luˆand = min{0, u, i = 1,· · ·, n}, i avem G(x) V pentru orice x 2 S(x0, ), ceea ce arata ca multifunct¸ia G este superior semicontinua. (ii) Vom folosi caracterizarea cu ¸siruri a semicontinuitat¸ii inferioare data de Teorema 2.4. Fie ¸sirul (xn) convergent la x ¸si y 2 G(x). Exista u 2 U(x) astfel ˆncˆat y = f(x, u). Deoarece multifunct¸ia U este inferior semicontinua, exista ¸sirul (un) convergent la u astfel ˆncˆat yn= f(xn, un)2 F(xn) ¸si yn! y. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Continuam cu Exemplul 2.3. Fie deci X ¸si Y spat¸ii metrice, G : X ; Y o multifunct¸ie cu valori nevide, funct¸ia f : X×Y !R, funct¸ia h : X !R deﬁnita prin h(x) = supf(x, y) y2G(x) ¸si multifunct¸ia F : X ;Y deﬁnita prin F(x) ={y2G(x); h(x) =f(x, y)}. Propozit¸ia 2.3 (i) Presupunem ca funct¸iaf este inferior semicontinua peX×Y ¸si multifunct¸ia Geste inferior semicontinua ˆn x0. Atunci funct¸ia h este inferior semicontinua ˆn x0. 32O. Cˆarja (ii)Presupunem ca f este superior semicontinua pe X ×Y, G este superior semicontinua ˆn x0¸si G(x0)este compacta. Atunci h este superior semicontinua ˆn x0. (iii) Dacaf este continua peX×Y,Geste continua peX ¸si are valori compacte atunci h este continua iar F este superior semicontinua. Demonstrat¸ie.(i) Fie " > 0. Exista y02G(x0) astfel ˆncˆat h(x0)"/2< f(x0, y0). Deoarece f este inferior semicontinua ˆn x0, exista U1¸si V , vecinatat¸i pentru x0¸si respectiv y0, astfel ˆncˆat pentru orice x2U1¸si y2V avem f(x, y) f(x0, y0)"/2. Folosim acum faptul ca multifunct¸ia G este inferior semicontinua ˆn x0¸si deducem ca exista U2, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat G(x) \V 6=;pentru x 2 U2. Fie U = U1\U2. Pentru orice x2U exista y2G(x) astfel ˆncˆat f(x, y) f(x0, y0)"/2h(x0)", deci h(x) h(x0)", ceea ce arata ca h este inferior semicontinua. (ii) Avem de aratat ca pentru orice " > 0 exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat h(x) h(x0) +" pentru orice x 2 U. Cum f este superior semicontinua, pentru orice y 2 V exista V (y), vecinatate deschisa a lui y, ¸si U(y), vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat f(x, z) f(x0, y) +" pentru oricex2U(y) ¸siz 2V (y). Deoarece mult¸imeaG(x0) este compacta, exista n vecinatat¸i V (yi), i = 1, ..., n, care o acopera. Fie n [ V=V (yi). i=1 AvemV deschisa,G(x0)V ¸siG superior semicontinua ˆnx0. Prin urmare, exista U0, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat G(x) V pentru x2U0. Consideram acum n \ U = U0\U(yi). i=1 Cˆand x 2 U ¸si y 2 G(x) avem y 2 V , deci exista i astfel ˆncˆat y 2 V (yi). Acest fapt implica f(x, y) f(x0, yi) +"h(x0) +". Cap. 2 Multifunct¸ii33 Obt¸inem astfel h(x) h(x0) +" pentru orice x2U, ceea ce trebuia demonstrat. (iii) Prima parte rezulta combinˆand (i) cu (ii). Sa aratam ca multifunct¸ia F este superior semicontinua. Pentru aceasta, sa observam ca F se scrie ˆn forma F(x) =F(x) \K(x), unde multifunct¸ia K : X ;Y este deﬁnita prin K(x) ={y2Y ; h(x) =f(x, y)}. Deoarece funct¸iile f ¸si h sunt continue rezulta ca Graf(K) este mult¸ime ˆnchisa. Este clar ca F are valori nevide ¸si deci putem aplica Teorema 2.6 (ii) pentru a deduce ca multifunct¸ia F este superior semicontinua. Corolarul 2.2Fie X ¸si Y spat¸ii metrice. (i) Daca G : X ;Y este o multifunct¸ie inferior semicontinua cu valori nevide, atunci funct¸ia (x, y) 7!d(y, G(x)) este superior semicontinua. (ii) Daca f : X×Y !Reste superior semicontinua ¸si Y este spat¸iu compact, atunci funct¸ia x7! supf(x, y) y2Y este superior semicontinua. Demonstrat¸ie.(i) Se aplica Propozit¸ia 2.3 (i) unde ˆn loc de X se ia X ×Y , ˆn loc de f se ia funct¸ia (x, y, z)7! (y, z) iar ˆn loc de G se ia multifunct¸ia (x, y) ;G(x). (ii) Se aplica Propozit¸ia 2.3 (ii) cu G(x) =Y pentru orice x2X. In continuare studiem modul cum se transmit proprietat¸ile de continuitate ale multifunct¸iei F : X ; Y la multifunct¸iileF: X ; Y ¸si convF : X ; Y deﬁnite prinF(x) =F(x) ¸si respectiv convF(x) = conv(F(x)). Precizam caA ˆnseamna ˆnchiderea mult¸imii A iar conv(A) noteaza ˆnfa¸suratoarea convexa a mult¸imii A. Propozit¸ia 2.4Fie F : X ;Y o multifunct¸ie cu valori nevide. (i) Multifunct¸ia F este inferior semicontinua daca ¸si numai daca multifunct¸ia Feste inferior semicontinua. (ii) Daca Y este spat¸iu normal ¸si F este superior semicontinua atunciFeste superior semicontinua. 34O. Cˆarja Demonstrat¸ie.(i) Aﬁrmat¸ia rezulta u¸sor avˆand ˆn vedere ca, dacaD este deschisa ˆnY ¸siA este o submult¸ime a luiY , atunciA\D6=; daca ¸si numai dacaA\D6=;. (ii) Fiex02X, V deschisa ˆnY astfel ˆncˆatF(x0)V . DeoareceY este spat¸iu normal, exista o mult¸ime deschisa D1astfel ˆncˆat F(x0)F(x0)D1D1D (vezi [30, p.86]). Folosim acum faptul ca F este superior semicontinua pentru a deduce ca exista o vecinatate U a lui x0astfel ˆncˆat F(U) D1. Este clar ca F(U) D1D, ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Multifunct¸ia F : R;R, deﬁnita prin F(x) = (x 1, x + 1), nu este superior semicontinua darFeste superior semicontinua. Deci reciproca de la (ii) nu este adevarata (vezi Problema 6.16). De asemenea condit¸ia ca Y sa ﬁe normal este esent¸iala. Problema 6.15 ofera un exemplu de multifunct¸ie superior semicontinua Fpentru careFnu este superior semicontinua. Propozit¸ia 2.5Fie X spat¸iu topologic, Y spat¸iu normat ¸si F : X ; Y o multi- funct¸ie cu valori nevide. (i) Daca F este inferior semicontinua atunci convFeste inferior semicontinua. (ii) DacaF este superior semicontinua ¸si are valori compacte atunci convFeste superior semicontinua. Demonstrat¸ie.(i) Folosim Teorema 2.4 (ii). Fie deci y 2 (convF)(x0) ¸si V = S(y, "). Exista 1,· · ·, nˆn [0, 1] cuPi= 1 ¸si g1,· · ·, gnˆn F(x0) astfel ˆncˆat y =Piyi. Fie Vi= S(yi, "). Deoarece F este inferior semicontinua ˆn x0, exista Ui, vecinatat¸i ale luix0, astfel ˆncˆat pentrux2UiavemF(x)\Vi6=;. FieU = \Ui. Aratam ca dacax2U atunci convF(x) \V 6=;. Pentru aceasta ﬁezi2F(x) \Vi. Este clar ca z =Pizisatisface condit¸iile z 2convF(x) ¸sikzyk < ", deci z2(convF)(x) \V . (ii) Vom folosi Teorema 2.5 (i) ¸si faptul ca e(A, B) < " implica e(convA, convB) ". Vezi Problema 6.9. Studiem acum modul cum se transmit proprietat¸ile de semicontinuitate la com- punerea multifunct¸iilor. Precizam ca daca F : X ; Y ¸si G : Y ; Z sunt doua multifunct¸ii, deﬁnim multifunct¸ia GF : X ;Z prin [ (GF)(x) =G(y). y2F(x) Cap. 2 Multifunct¸ii35 Propozit¸ia 2.6Fie X, Y, Zspat¸ii topologice, F : X ;Y ¸si G : Y ;Z multifun- ct¸ii stricte. (i) Daca F ¸si G sunt inferior semicontinue atunci GF este inferior semicon- tinua. (ii) Daca F ¸si G sunt superior semicontinue atunci GF este superior semi- continua. Demonstrat¸ie.(i) Fie x02 X, y02 F(x0) ¸si V deschisa ˆn Z astfel ˆncˆat G(y0)\V 6=;. Deoarece multifunct¸ia G este inferior semicontinua ˆn y0exista W , vecinatate deschisa a lui y0, astfel ˆncˆat G(y) \V 6=; pentru oricare y 2 W . Avˆand ˆn vedere ca F(x0)\W 6=; ¸si F este inferior semicontinua ˆn x0exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat F(x) \W 6=; pentru x2U. Vom arata ca (GF)(x) \V 6=; pentru x 2 U. Intr-adevar, pentru x 2 U exista y 2 F(x) \ W , deci exista z2G(y) \V . Este clar ca z 2 (GF)(x), ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia punctului (i). Demonstrat¸ia punctului (ii) o lasam ca exercit¸iu. In cazul cˆand X ¸si Y sunt spat¸ii normate, se pot deﬁni ¸si alte concepte de continuitate pe care le vom discuta ˆn continuare. Deﬁnit¸ia 2.3Fie X, Yspat¸ii normate ¸siF : DX ;Y o multifunct¸ie cu valori nevide. Spunem caF este " superior semicontinuaˆnx02D daca pentru orice " > 0 exista > 0 astfel ˆncˆat F(D\S(x0, )) F(x0) +S(0, "). A¸sadar, ˆn Deﬁnit¸ia 2.3 se iau mult¸imi deschise V care includ F(x0) numai de forma F(x0) +S(0, "). Este clar ca aceasta not¸iune este mai generala decˆat cea introdusa ˆn Deﬁnit¸ia 2.1. Problema 6.10 da un exemplu de multifunct¸ie care este superior semicontinua dar nu este " superior semicontinua. Daca F(x0) este compacta, cele doua not¸iuni sunt echivalente. Intr-adevar, ˆn acest caz pentru orice mult¸ime deschisa V cu F(x0)V exista " > 0 astfel ˆncˆat F(x0) +S(0, ")V . Deﬁnit¸ia 2.4Fie X ¸si Y spat¸ii normate ¸si F : D X ; Y o multifunct¸ie cu valori nevide. Spunem caF este " inferior semicontinua ˆnx02D daca pentru orice " > 0 exista > 0 astfel ˆncˆat F(x0)F(x) +S(0, ") pentru x2D\S(x0, ). 36O. Cˆarja De data aceasta not¸iunea “" inferior semicontinua” este mai restrictiva decˆat “inferior semicontinua”. Intr-adevar, presupunem caF este " inferior semicon- tinua ˆnx0, luamy02F(x0),V o vecinatate a luiy0," > 0 astfel ˆncˆatS(y0), ")V ¸si > 0 din Deﬁnit¸ia 2.4. Daca x 2 S(x0, ) \D, exista y12 S(0, ") ¸si y22 F(x) astfel ˆncˆat y0=y1+y2. Deci y22F(x) \S(y0, "), ceea ce arata ca F(x) \V 6=; pentru x2S(x0, ). Cele doua not¸iuni devin echivalente cˆandF(x0) este compacta. Pentru a demon- stra aceasta, presupunem ca F este inferior semicontinua ˆn x0, ﬁxam " > 0, aco- perim F(x0) cu familia {S(yi, "/2);i = 1,· · ·, n}, yi2F(x0), consideram iastfel ˆncˆat F(x) \S(yi, "/2)6=; pentru x2S(x0, i) ¸si luam = min{i; i = 1,· · ·, n} ceea ce tebuia demonstrat. Multifunct¸ia F : [0, 1] ;R2deﬁnita prin F(x) ={(t, xt); t > 0} este inferior semicontinua dar nu este" inferior semicontinua dupa cum arata Problema 6.7. Sa prezentam acum not¸iunea de multifunct¸ie superior hemicontinua. Fie Y spat¸iu normat, A o submult¸ime nevida a lui Y ¸si (A, y) = sup{hy, yi; y2A}, y2Y. Funct¸ia y!(A, y) pentru y2Yse nume¸stefunct¸ia suport a mult¸imii A. Fie F : X ; Y o multifunct¸ie tare–slab superior semicontinua, adica F este superior semicontinua cˆand consideram peX topologia tare ¸si peY topologia slaba. Fie y2Y, x02X ¸si " > 0. Este clar ca V= {y2Y ;hy, yi< (F(x0), y) +"} este o mult¸ime slab deschisa ce cont¸ine F(x0). Exista deci o vecinatate U a lui x0 astfel ˆncˆat F(U) V . Aceasta implica faptul ca pentru x2U avem (F(x), y)(F(x0), y) +", ceea ce spune ca funct¸ia x 7! (F(x), y) este superior semicontinua ˆn x0. Acest fapt conduce la Cap. 2 Multifunct¸ii37 Deﬁnit¸ia 2.5Fie X ¸si Y spat¸ii normate ¸si F : X ; Y o multifunct¸ie cu valori nevide. Spunem caF este superior hemicontinua ˆnx0daca pentru ﬁecarey2Y funct¸ia x7!(F(x), y) este superior semicontinua ˆn x0. Am demonstrat mai sus ca daca F este tare–slab superior semicontinua atunci este superior hemicontinua. Reciproca are loc ˆn condit¸ii suplimentare asupra luiF ¸si anume atunci cˆand F are valori convexe ¸si slab compacte. 2.3 Incluziuni diferent¸iale pe mult¸imi ˆnchise Incepem aceasta sect¸iune cu o teorema de convergent¸a, utila ˆn stabilirea existent¸ei solut¸iilor unor incluziuni diferent¸iale prin metode aproximative. Teorema 2.9Fie F : X ; Y o multifunct¸ie superior hemicontinua cu valori convexe ¸si ˆnchise, X ¸siY ﬁind spat¸ii Banach. FieI un interval ˆnR¸si ﬁe ¸sirurile de funct¸ii masurabile xn:I !X ¸si yn:I !Y satisfacˆand condit¸iile: (i)Pentru aproape tot¸i t 2 I ¸si pentru orice V, vecinatate a originii ˆn X ×Y, exista n0=n0(t, V ) astfel ˆncˆat pentru nn0avem (xn(t), yn(t))2 Graf(F) +V. (ii)S¸irul (xn)converge aproape peste tot (pe scurt, a.p.t.) la o funct¸ie x : I !X. (iii)S¸irul (yn)2L1(I, Y ) ¸si converge slab la y2L1(I, Y ). In aceste condit¸ii, pentru aproape tot¸i t2I avem (x(t), y(t))2 Graf(F). Demonstrat¸ie.Deoarece (yn) converge slab ˆn L1(I, Y ) la y, exista un ¸sir de combinat¸ii convexe de forma Xi vn=ayi2 conv{yi; in} n in astfel ˆncˆat vnconverge tare la y. Exista deci un sub¸sir (notat tot cu vn) astfel ˆncˆat vn(t)! y(t) a.p.t. t 2 I. Fie acum t 2 I astfel ˆncˆat xn(t)! x(t), vn(t)! y(t) ¸si are loc (i). Vom arata ca y(t)2 F(x(t)). Pentru aceasta, ﬁxam y2 Y astfel ˆncˆat (F(x(t)), y)<1 ¸si ﬁe > (F(x(t)), y). Deoarece F este superior 38O. Cˆarja hemicontinua, existaU, vecinatate a lui 0 ˆnX, astfel ˆncˆat(F(u), y)< pentru u2x(t) +U. Fie k0astfel ˆncˆat pentru nk0avem xn(t)2x(t) +1U. 2 Din (i), daca ﬁxam > 0, exisa n0 k0¸si (un, wn)2 Graf(F) astfel ˆncˆat un2 xn(t) +1U ¸si 2 kyn(t)wnk pentru nn0. Obt¸inem un2x(t) +U ¸si hyn(t), yi hwn, yi + kyk (F(un), y) + kyk + kyk. Multiplicˆand inegalitatea cu ai(vezi deﬁnit¸ia lui vn) ¸si sumˆand obt¸inem n hvn(t), yi + kyk ¸si apoi hy(t), yi + kyk. Facem !(F(x(t)), y) ¸si ! 0 ¸si deducem hy(t), yi (F(x(t)), y). Deoarece F(x(t)) este convexa ¸si ˆnchisa obt¸inem y(t)2 F(x(t)), ceea ce trebuia demonstrat. Amintim ca pentru o mult¸ime A convexa ¸si ˆnchisa ˆntr-un spat¸iu local convex separat Y avem A = {y2Y ; hy, yi (A, y),8y2Y}, fapt u¸sor de dovedit folosind o teorema de separare a mult¸imilor convexe prin hiper- plane [79, p.111]. Sa aplicam Teorema 2.7 la obt¸inerea unor rezultate de existent¸a pentru incluzi- uni diferent¸iale pe mult¸imi ˆnchise. Sa consideram incluziunea diferent¸iala x0(t)2F(x(t)), t 0,(2.9) unde F : D ;Rneste o multifunct¸ie cu valori nevide, D ﬁind o submult¸ime a lui Rp. Prin solut¸ie a incluziunii diferent¸iale (2.9) ˆnt¸elegem o funct¸ie x : [0, T] ! D absolut continua ¸si care satisface (2.9) aproape peste tot. Teoria incluziunilor diferent¸iale ˆ¸si are originea ˆn 1936 prin lucrarile lui Andr´e Marchaud [63] ¸si Stanis law K. Zaremba [100]. Not¸iunea de solut¸ie utilizata de ei Cap. 2 Multifunct¸ii39 difera de cea data mai sus. In 1961, Tadeusz Wa_zewski [98] a demonstrat ca cele doua not¸iuni de solut¸ie sunt echivalente. Problema care dorim sa o discutam ˆn continuare este cea a existent¸ei solut¸iilor lui (2.9) ˆn cazul cˆand D este mult¸ime ˆnchisa. Spunem ca D este domeniu de viabilitate pentru incluziunea diferent¸iala (2.9) daca pentru oricex02D exista o solut¸ie a lui (2.9) cux(0) =x0. Chiar dacaF este funct¸ie, problema nu se ˆncadreaza ˆn teoria clasica de tip Peano. Este clar ca va ﬁ importanta comportarea lui F ˆn punctele din Fr(D). Primul rezultat semniﬁcativ ˆn aceasta direct¸ie apart¸ine lui Mitio Nagumo [71] ˆn 1942, rezultat ce da o condit¸ie necesara ¸si suﬁcienta de existent¸a pe mult¸imi ˆnchise ˆn cazul cˆand F este funct¸ie continua. Condit¸ia la care facem referire, numitacondit¸ie de tangent¸a,folose¸ste not¸iunea de con tangent ˆn sensul lui Bouligand, not¸iune pe care o vom deﬁni ˆn continuare. Pentru detalii ¸si rezultate legate de conul tangent al lui Bouligand, precum ¸si alte conuri tangente, trimitem la [101]. Fie X un spat¸iu normat ¸si D X o mult¸ime nevida. Conul tangent ˆn sensul lui Bouligand la D ˆn punctul x2D este mult¸imea TD(x) ={v; lim inf1d(x + hv, D) = 0}. h#0h Se veriﬁca u¸sor ca TD(x) este con ˆnchis iar daca x2 int(D) atunci TD(x) =X. Rezultatul lui Nagumo aﬁrma ca dacaF este o funct¸ie continua ¸siD este ˆnchisa, atunci o condit¸ie necesara ¸si suﬁcienta pentru ca D sa ﬁe domeniu de viabilitate pentru (2.9) este ca sa ﬁe ˆndeplinita condit¸ia de tangent¸a F(x) 2TD(x),8x2D. Pentru cazul cˆand F este multifunct¸ie, avem urmatorul rezultat stabilit de Jerrold W. Bebernes ¸si Jerry D. Schuur [13] ˆn 1970. Teorema 2.10Fie D Rpo mult¸ime ˆnchisa ¸si F : D ;Rpo multifunct¸ie superior semicontinua cu valori nevide compacte ¸si convexe. Atunci D este do- meniu de viabilitate pentru incluziunea diferent¸iala (2.9) daca ¸si numai daca este ˆndeplinita condit¸ia de tangent¸a F(x) \TD(x) 6=;,8x2D.(2.10) Demonstrat¸ie.Sa aratam mai ˆntˆai ca (2.10) este necesara caD sa ﬁe domeniu de viabilitate pentru (2.9). Pentru aceasta, sa observam ca, deoarece F este superior semicontinua, exista un ¸sir (tn) cu tn! 0, tn> 0, astfel ˆncˆat pentru ttnavem F(x(t))F(x0) +S(0, 1/2n), 40O. Cˆarja undex(·) este o solut¸ie pentru (2.9) cux(0) =x0,x0ﬁind ﬁxat ˆnD. Avem a¸sadar tn 1Z0 x0+tnx(s)ds2D. tn0 Din cauza convexitat¸ii lui F(x0) avem Zt n wn=1x0(s)ds2F(x0) +B(0, 1/2n). tn0 Prin urmare wneste de forma vn+pncu vn2 F(x0) ¸si pn! 0. Deoarece F(x0) este compacta, vn!v2F(x0) (eventual pe un sub¸sir) ¸si deci x0+tn(v + vnv + pn)2D. Acest fapt implica v 2 TD(x0) ¸si deci v 2 F(x0)\TD(x0). Sa presupunem acum ca are loc condit¸ia de tangent¸a (2.10), sa ﬁxam un x02 D ¸si sa aratam ca exista o solut¸ie pentru (2.9) cu x(0) = x0. Fie r > 0 ¸si K = D\B(x0, r). Este clar ca mult¸imeaK este compacta ¸si deciF(K) este marginita (chiar compacta dupa cum rezulta din Problema 2.8). Exista L > 0 astfel ˆncˆatkyk L pentru y 2 F(x) cu x2 K. Vom arata ca exista o solut¸ie pentru (2.9) pe [0, T] unde T = r/(L + 1). Ideea este de a construi un ¸sir desolut¸ii aproximative ¸si apoi, folosind Teorema 2.9 sa obt¸inem solut¸ia ceruta. Prezentam ˆn continuare modul de construct¸ie a unui ¸sir de solut¸ii aproximative. Fie n = 1, 2,· · ·. Din condit¸ia de tangent¸a, pentru ﬁecare y2D exista hy< 1/n ¸si vy2F(y) astfel ˆncˆat d(y + hyvy, D) < hy/2n. Consideram mult¸imile V (y) ={x2Rp; d(x + hyvy, D) < hy/2n}, care sunt vecinatat¸i deschise ale lui y. Exista deci S(y, y) V (y) cu y< 1/n. Mult¸imea compacta K poate ﬁ acoperita de q astfel de sfere, S(y(j), y). Pentru (j) simplitate, sa punem j=y, hj=hy, vj=vy¸si h = min{hj; j = 1,· · ·, q}. (j)(j)(j) Fie acum x2K. Exista j astfel ˆncˆat x2S(yj, j)V (yj) ¸si deci exista xj2D astfel ˆncˆat xjx 111 kvjkd(x + hjvj, D) +. hjhj2nn Sa notam uj= (xjx)/hj. Am demonstrat a¸sadar ca pentru orice x 2 K exista h02 [h, 1/n] ¸si u2X astfel ˆncˆat urmatoarele proprietat¸i sunt satisfacute: (i) x + h0u2D; u2F(K) +B(0, 1); Cap. 2 Multifunct¸ii41 (ii) Exista y2D, v2F(y) cukxyk 1/n ¸sikuvk 1/n. Vom nota ˆn continuare B = B(0, 1) ¸si C = F(K) +B. Aplicam aceasta schema pentru x0ˆn loc de x ¸si deducem ca exista h02[h, 1/n] ¸si u02 C astfel ˆncˆat x1=x0+h0u02D ¸si (x0, u0)2 Graf(F) +1B×B. n Mai mult,x1x02h0C, decikx1x0k h0(L + 1), ceea ce implicakx1x0k r daca h0T, deci x12K. Repetam procedeul ¸si deducem ca exista h12 [h0, 1/n] ¸si u12C astfel ˆncˆat x2=x1+h1u12D, (x1, u1)2 Graf(F) +1B×B, n ¸six2x02 (h0+h1)C. Prin urmare,kx2x0k (h0+h1)(L + 1) ¸sikx2x0k r daca h0+h1 T. Am obt¸inut a¸sadar ca x22 K. Se continua procedeul ¸si se observa ca, deoarece hj2 [h, 1/n], exista un ˆntreg m astfel ˆncˆat h0+h1+· · · + hmT < h0+h1+· · · + hm. +1 Punem t0= 0, t1=h0,· · ·, tm=h0+· · · + hm, tm=T +1 ¸si deﬁnimsolut¸ia aproximativa xn: [0, T] !Rpprin xn(t) =xi+ (tti)ui 111 pentru t 2 [ti, ti], i = 1,· · ·, m + 1. Sa observam ca pentru t 2 (ti, ti) avem 11 |tti|< 1/n. De asemenea, deoarece 1 (xi, ui)2 Graf(F) +1B×B, 11 n pentru t2 (ti, ti) exista (y, v) 2 Graf(F) astfel ˆncˆat 1 kx0(t)vk = kuivk 1 n1 n ¸si kxn(t)yk = kxn(t)xik + kxiyk 1kuik +11(L + 2). 111 nnn 42O. Cˆarja Aici am folosit faptul ca ui2 C ¸si decikuik L + 1. Am demonstrat a¸sadar 11 ca pentru aproape tot¸i t2 [0, T] avem (xn(t), x0(t))2 Graf(F) +"(n)B×B n cu "(n)!0 pentru n ! 1, deci condit¸ia (i) din Teorema 2.9 cu yn= x0este n ˆndeplinita. Avem, de asemenea,kx0(t)k L + 1 a.p.t. ¸si xn(t)2 conv(K) pentru n oricet2 [0, T]. Din Teorema Arzel`a-Ascoli deducem ca, eventual pe un sub¸sir,xn(·) converge uniform pe [0, T] la o funct¸ie continua x(·). Din Teorema lui Alaoglu [79, p.145] deducem ca, eventual pe un sub¸sir,x0(·) converge slab–stelat ˆnL1(0, T; Rn) n ¸si deci slab ˆn L1(0, T; Rn) la o funct¸ie y. In sfˆar¸sit, deoarece Zt xn(t)xn(s) =x0()d, n s avem Zt x(t)x(s) =y()d, s deci y(t) =x0(t) a.p.t. Prin urmare, toate ipotezele din Teorema 2.9 sunt ˆndeplinite ¸si deci x0(t)2 F(x(t)) a.p.t. In plus, este evident cax(0) =x0. In sfˆarsit, deoarece|tti| 1/n, 1 kuik L + 1, xi2D ¸si mult¸imea D este ˆnchisa, rezulta ca x(t)2D pentru 11 orice t2 [0, T]. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Sa remarcam ca ipoteza caF sa aiba valori convexe este esent¸iala. FieF : R; R deﬁnita prin F(x) ={1} pentru x > 0, F(0) ={1, 1} ¸si F(x) ={1} pentru x < 0. Multifunct¸iaF este superior semicontinua, are valori compacte, condit¸ia de tangent¸a este veriﬁcata dar incluziunea diferent¸iala x0(t)2 F(x(t)), x(0) = 0, nu are solut¸ie. Intr-adevar, x0(t) =1 daca x(t) > 0, deci x(t) =t daca x(t) > 0, ceea ce este absurd. 2.4 Select¸ii, parametrizari, aproximari Fiind data o multifunct¸ie F : X ; Y , oselect¸ie a sa este o funct¸ie care asociaza ﬁecarui x 2 X un element din F(x). Existent¸a unei select¸ii este asigurata de Axioma alegerii. In probleme concrete intereseaza existent¸a unor select¸ii cu anumite proprietat¸i. Problema 6.20 ofera un exemplu (Problema mariajului) ˆn care se pune problema existent¸ei select¸iilor injective. Dˆandu-se X ¸si Y doua mult¸imi nevide ¸si F: X ;Y o multifunct¸ie cu valori nevide ¸si ﬁnite, atunci condit¸ia card(A) card(F(A)),(2.11) Cap. 2 Multifunct¸ii43 pentru orice mult¸ime ﬁnita A X, este suﬁcienta pentru existent¸a select¸iilor in- jective. Ca model, consideram urmatoarea problema a mariajului, numita astfel de Hermann Weyl. Fie X mult¸imea barbat¸ilor (necasatorit¸i), Y mult¸imea femeilor (necasatorite) ¸siF(x) mult¸imea prietenelor barbatuluix. Condit¸ia (2.11) spune ca, pentru ﬁecare grup de barbat¸i, numarul lor nu depa¸se¸ste numarul femeilor prietene cu ei. De exemplu, nu este posibil ca doi barbat¸i sa aiba cˆate o singura prietena ¸si aceea comuna. In aceasta situat¸ie, ﬁecare barbat se poate casatori cu una din prietenele sale. Vezi Problema 6.20 pentru rezolvare. In continuare vom cerceta existent¸a select¸iilor cu anumite proprietat¸i de conti- nuitate. Un alt aspect este acela de a se studia proprietat¸ile unor select¸ii obt¸inute dupa reguli prescrise. De exemplu, daca Y este spat¸iu Hilbert ¸si F : X ; Y are valori nevide convexe ¸si ˆnchise, atunci se consideraselect¸ia minimala f : X ! Y deﬁnita prin f(x) =m(F(x)), unde m(F(x)) noteaza elementul de norma minima din mult¸imea convexa ¸si ˆnchisa F(x). Teorema 2.11DacaX este spat¸iu metric,Y este spat¸iu Hilbert ¸siF : X ;Y este o multifunct¸ie continua cu valori nevide convexe ¸si ˆnchise, atunci select¸ia minimala f : X !Y deﬁnita prin f(x) =m(F(x)) este continua. Demonstrat¸ie.Fie x02X ¸si " > 0 ﬁxat¸i. Vom demonstra mai ˆntˆai ca, pentru orice " > 0, exista o vecinatate U a lui x0astfel ˆncˆat pentru x2U avem kf(x)k2 kf(x0)k2+".(2.12) Pentru aceasta, vom folosi proprietatea multifunct¸ieiF de a ﬁ inferior semicontinua. Schimbˆand eventual ", vom demonstra de fapt ca pentru " > 0 exista o vecinatate Ua lui x0astfel ˆncˆat pentru x2U avem kf(x)k kf(x0)k + ". Pentru a demonstra acest lucru ˆncepem prin a observa ca, pentru " >0, exista y02F(x0) astfel ˆncˆat ky0k<kf(x0)k + ". Aplicam acum Teorema 2.4 (ii) cu V = S(0,kf(x0)k + ") ¸si deducem ca exista U, vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat pentru orice x2U avem F(x) S(0,kf(x0)k + "). De aici rezulta m(F(x)) 2S(0,kf(x0)k + ") 44O. Cˆarja pentru x2U, ceea ce trebuia demonstrat. Continuam demonstrat¸ia observˆand ca, daca f(x0) = 0, atunci (2.12) implica faptul ca f este continua ˆn x0. Dacakf(x0)k> 0, folosind proprietatea multifun- ct¸iei F de a ﬁ superior semicontinua, deducem ca exista W , vecinatate a lui x0, astfel ˆncˆat pentru x2W exista yx2F(x0) cu kf(x) yxk "/kf(x0)k.(2.13) Intr-adevar, folosind Deﬁnit¸ia 2.1 cu V= F(x0) +S(0, "/kf(x0)k) deducem existent¸a unei vecinatat¸i W a lui x0astfel ˆncˆat pentru x2W avem F(x) F(x0) +S(0, "/kf(x0)k), deci f(x) 2F(x0) +S(0, "/kf(x0)k), ¸si ca atare are loc (2.13). Din (2.13) ¸si inegalitatea lui Cauchy deducem hf(x0), f(x)i = hf(x0), yxi + hf(x0), f(x) yxi hf(x0), yxi ". Pe de alta parte, o caracterizare variat¸ionala a elementului de cea mai buna aprox- imare pentru o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ˆn spat¸ii Hilbert da hf(x0), yf(x0)i 0 pentru orice y2F(x0), ceea ce implica hf(x0), f(x) f(x0)i ".(2.14) In sfˆar¸sit, deoarece kf(x)k2=kf(x0)k2+kf(x0)f(x)k2+ 2hf(x0), f(x) f(x0)i, din (2.12) ¸si (2.14) avem kf(x0)f(x)k2 2" kf(x0)f(x)k2+ 2hf(x0), f(x) f(x0)i ", deci kf(x) f(x0)k2 3". Cap. 2 Multifunct¸ii45 Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Vom aplica Teorema 2.11 pentru stabilirea unui rezultat privind problema para- metrizarii unei multifunct¸ii. Spunem ca multifunct¸iaF : X ;Y este parametrizata daca se poate pune ˆn evident¸a o mult¸imeU ¸si o funct¸ief : X×U !Y astfel ˆncˆat F(x) =f(x, U). Sa observam ca, daca F are o parametrizare continua, ﬁxˆand u02 U, obt¸inem ca funct¸ia x7!f(x, u0) este o select¸ie continua a lui F. A¸sadar, problema parametri- zarii este mai diﬁcila decˆat cea a existent¸ei select¸iilor continue. Corolarul 2.3Fie X un spat¸iu metric ¸si F : X ;Rno multifunct¸ie continua cu valori nevide convexe ¸si compacte. Atunci exista o funct¸ie continuaf : X×B !Rn astfel ˆncˆat pentru orice x 2 X avem F(x) = f(x, B), unde B este sfera unitate ˆnchisa de centru 0 ¸si raza 1 din X. Demonstrat¸ie.Notam p(x) = max{1,infkyk} y2F(x) ¸si deﬁnim funct¸ia f : X×B !Rnprin f(x, u) =(F(x), p(x)u) unde (F(x), p(x)u) noteaza proiect¸ia elementului p(x)upe mult¸imea convexa ¸si compacta F(x). Este u¸sor de vazut ca F(x) =f(x, B) pentru x2X. Mai ramˆane de aratat ca funct¸ia f deﬁnita mai sus este continua. Pentru aceasta se utilizeaza Teorema 2.11 pentru a deduce ca funct¸ia p este continua ¸si apoi Teorema 2.5. Revenind la select¸ii, sa observam ca existent¸a select¸iilor continue este tipica multifunct¸iilor inferior semicontinue. Exista multifunct¸ii superior semicontinue cu valori convexe ¸si compacte care nu au select¸ie continua. De exemplu, multifunct¸ia F: R;R deﬁnita prin F(x) ={1} pentru x < 0, F(x) = [1, 1] pentru x = 0 ¸si F(x) ={1} pentru x > 0 nu are select¸ie continua. Vom vedea ˆn continuare ca daca multifunct¸iaF : X ;Y are o select¸ie continua ˆntr-o vecinatate a unui punct x0, atunci ea este inferior semicontinua ˆn x0. Deﬁnit¸ia 2.6Spunem ca multifunct¸ia stricta F : X ;Y este local select¸ionabila ˆnx02X daca pentruy02F(x0) exista o vecinatate deschisaU a luix0¸si o funct¸ie continua f : U !Y astfel ˆncˆat f(x0) =y0¸si f(x) 2F(x) pentru orice x2U. 46O. Cˆarja Propozit¸ia 2.7Daca multifunct¸ia F este local select¸ionabila ˆn x0atunci ea este inferior semicontinua ˆn x0. Demonstrat¸ie.Fie y02 F(x0) ¸si V o vecinatate deschisa a lui y0. Trebuie sa aratam ca exista o vecinatate W a lui x0astfel ˆncˆat pentru x 2 W avem F(x) \V 6=;. Fie f : U ! Y o select¸ie locala, continua, cu F(x0) = y0¸si ﬁe W U o vecinatate deschisa a lui x0astfel ˆncˆat f(x) 2 V pentru x 2 W . Avem f(x) 2F(x) \V pentru orice x2W ¸si demonstrat¸ia este ˆncheiata. De asemenea, folosind partit¸ia unitat¸ii, ˆn anumite condit¸ii existent¸a locala a select¸iilor continue asigura existent¸a unei select¸ii continue. Propozit¸ia 2.8FieX un spat¸iu metric,Y un spat¸iu liniar topologic ¸siF : X ;Y o multifunct¸ie cu valori nevide ¸si convexe. Presupunem caF este local select¸ionabila ˆn orice punct x02X. Atunci F are o select¸ie continua. Demonstrat¸ie.Fiecarui x 2 X ˆi asociem un element y 2 F(x) ¸si o selec- t¸ie continua (local) f : Ux! Y , Uxﬁind o vecinatate deschisa a lui x. Familia {Ux; x2X} este o acoperire deschisa a lui X. Fie{Vi; i2I} o raﬁnare deschisa local ﬁnita a sa. Pentru ﬁecare i 2 I exista x(i)2 X astfel ˆncˆat Vi Ux. (i) Consideram{pi; i 2 I}o partit¸ie a unitat¸ii subordonata familiei{Vi; i 2 I} ¸si deﬁnim X f(u) =pi(u)fx(u). (i) i2I Dacai este astfel ˆncˆatpi(u) > 0 atunciu2ViUx¸si decifx(u) 2F(u). Cum (i)(i) F(u) este convexa deducem ca f(u) 2F(u) pentru orice u2X. Demonstram acum rezultatul central din teoria select¸iilor continue obt¸inut de Ernest Michael [65] [66] ˆn 1956. Teorema 2.12(Michael)FieX un spat¸iu metric,Y un spat¸iu Banach ¸siF : X ; Yo multifunct¸ie inferior semicontinua cu valori nevide convexe ¸si ˆnchise. Atunci Fare o select¸ie continua. Pentru demonstrat¸ie avem nevoie de Lema 2.1FieX un spat¸iu metric,Y un spat¸iu normat ¸siF : X ;Y o multifunc- t¸ie inferior semicontinua cu valori nevide ¸si convexe. Atunci, pentru r > 0 exista o funct¸ie continua f : X !Y astfel ˆncˆat d(f(x), F(x)) < r, pentru orice x2X. Cap. 2 Multifunct¸ii47 Demonstrat¸ie.Pentru ﬁecare y2Y ﬁe Uy={x2X; d(y, F(x)) < r}. Mult¸imile Uysunt deschise deoarece Uy={x2X; F(x) \S(y, r) 6=;} iarF este inferior semicontinua. FamiliaU = {Uy; y2Y} este o acoperire deschisa a lui X. FieV= {Vi; i 2 I} o raﬁnare deschisa local ﬁnita a sa ¸si{pi; i 2 I} o partit¸ie a unitat¸ii subordonata ei. Deci pentru ﬁecare i2I exista y(i) astfel ˆncˆat ViUy. Deﬁnim (i) X f(x) =pi(x)y(i). i2I Este clar ca f este continua. In plus, daca pi(x) > 0 atunci x 2 Vi Uy (i) ¸si deci d(y(i), F(x)) < r. De aici, folosind convexitatea lui F(x), deducem ca d(f(x), F(x)) < r. Demonstrat¸ia Teoremei 2.12.Vom construi un ¸sir de funct¸ii continuefi:X ! Yastfel ˆncˆat pentru x2X sa avem (a)kfk(x) fk(x)k< 2k+2, k 2; 1 (b)d(fk(x), F(x)) < 2k, k 1. In acest caz, (a) implica faptul ca ¸sirul de funct¸ii (fn) este uniform Cauchy ¸si deci este convergent la o funct¸ie continua f : X ! Y , iar din (b) rezulta imediat ca f(x) 2F(x) pentru orice x2X. Existent¸a lui f1satisfacˆand (b) rezulta din Lema 2.1. Presupunem ca am construit f1, f2,· · ·, fn¸si construim fncare sa satisfaca +1 (a) ¸si (b). Pentru aceasta, deﬁnim multifunct¸ia Fn:X ;Y prin +1 Fn(x) ={y2F(x);kyfn(x)k< 2n}. +1 Din ipoteza inductiva, Fn(x) 6=; pentru x 2 X. Aratam ca Fneste inferior +1+1 semicontinua. Pentru aceasta, ﬁe V deschisa ˆn Y ¸si ﬁe U = {x2X; Fn(x) \V 6=;}. +1 Aratam caU este deschisa. Fiex02U ¸siy02Fn(x0)\V . Luam cu proprietatea +1 ky0fn(x0)k< < 2n 48O. Cˆarja ¸si consideram mult¸imea Q = {y2Y ;kyfn(x0)k< }, care este evident nevida. Fie U1={x2X; F(x) \V \Q6=;} U2={x2X;kfn(x) fn(x0)k< 2n}. Mult¸imeaU1este deschisa pentru caF este inferior semicontinua. Mult¸imeaU2este deschisa pentru cafneste continua. Este u¸sor de veriﬁcat faptul cax02U1\U2 U, deci multifunct¸ia Fneste inferior semicontinua. +1 Aplicam Lema 2.1 multifunct¸iei Fn¸si determinam fn: X ! Y cu propri- +1+1 etatea d(fn(x), Fn(x)) < 2n1,8x2X. +1+1 Obt¸inem kfn(x) fn(x)k< 2n1+ 2n= 2n+1, +1 care implica (a) ¸si d(fn(x), F(x)) d(fn(x), Fn(x)) < 2n1, +1+1+1 care implica (b). Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Corolarul 2.4Fie multifunct¸ia F ca ˆn Teorema2.12. Fie A X o mult¸ime ˆnchisa ¸si ﬁe ' : A ! Y o funct¸ie continua cu '(x) 2 F(x) pentru orice x 2 A. Atunci'poate ﬁ extinsa la o select¸ie continua a luiF pe ˆntreg spat¸iul. In particular, daca se ﬁxeaza x0¸si y0astfel ˆncˆat y02F(x0), atunci exista o select¸ie continua f a lui F cu f(x0) =y0. Demonstrat¸ie.Se considera multifunct¸ia ( G(x) =F(x) daca x /2A {'(x)}daca x2A ¸si se aplica Teorema 2.12. Vezi Problema 6.23 din care rezulta ca G este inferior semicontinua. Sa remarcam faptul ca Teorema 2.12 a lui Michael are loc ¸si dacaX este spat¸iu compact. In demonstrat¸ie se folose¸ste faptul ca orice acoperire local ﬁnita are o partit¸ie a unitat¸ii subordonata ei. De asemenea, Y poate ﬁ spat¸iu local convex metrizabil. Cap. 2 Multifunct¸ii49 Sa prezentam o aplicat¸ie simpla a Teoremei 2.12. Este un exercit¸iu simplu faptul ca daca X ¸si Y sunt spat¸ii Hilbert, un operator surjectiv T 2 L(X, Y ) are invers la dreapta un operator S 2L(Y, X). Sa schit¸am demonstrt¸ia acestui fapt. Notam cu X1= kerT¸si cu X2= X?. Deﬁnim operatorul S astfel: pentru y 2 Y , luam 1 x2 X cu proprietatea ca T x= y ¸sikxk kyk, unde este o constanta data de Teorema aplicat¸iilor deschise (vezi Capitolul 3). Elementul x 2 X se scrie ˆn mod unic ca x = x1+x2cu x12 X1¸si x22 X2. Deﬁnim S(y) = x2. Se veriﬁca u¸sor ca operatorul S este bine deﬁnit liniar ¸si marginit. Pentru ultima proprietate observam ca kS(y)k = kx2k kxk kyk. O problema naturala este aceea daca proprietatea de mai sus se ment¸ine ˆn cazul cˆand X ¸si Y sunt spat¸ii Banach. Raspunsul este negativ. In demonstrat¸ia de mai sus s-a folosit ˆn mod esent¸ial faptul ca un subspat¸iu liniar ˆnchis are un complement. Precizam ca un subspat¸iu liniar ˆnchis X1al lui X are complement daca exista un subspat¸iu liniar ˆnchis X2astfel ˆncˆat X = X1X2. Problema 6.21 arata ca aceasta proprietate este necesara pentru ca un operator liniar continuu ¸si surjectiv sa aiba invers la dreapta un operator liniar ¸si continuu. Ori, Joram Lindenstrauss ¸si Lior Tzafriri [61] au demonstrat ˆn 1971 ca un spat¸iu Banach care are proprietatea ca orice subspat¸iu ˆnchis are un complement (subspat¸iu ˆnchis), este izomorf cu un spat¸iu Hilbert. Exemple de subspat¸ii ˆnchise care nu au complement au fost date mult mai ˆnainte, ˆncepˆand cu Ralph S. Phillips [73] care a aratat ˆn 1940 ca c0nu are complement ˆn l1. Totu¸si, Teorema 2.12 arata ca Un operator liniar continuu ¸si surjectiv ˆn spat¸ii Banach are invers la dreapta o funct¸ie continua. Se pierde eventual liniaritatea. Intr-adevar, ﬁe T 2L(X, Y ) un operator surjectiv ¸si ﬁe multifunct¸ia F : Y ;X, F(y) =T1y. Problema 6.28 arata ca multifunct¸ia F este inferior semicontinua. Este un exercit¸iu simplu faptul ca celelalte ipoteze din Teorema 2.12 sunt veriﬁcate. Select¸ia ce rezulta este funct¸ia cautata. Problema 6.32 pune ˆn evident¸a existent¸a unui invers la dreapta cu proprietat¸i suplimentare. Vezi de asemenea Problema 6.22 pentru o aplicat¸ie ˆn teoria incluziunilor diferent¸iale. Dupa cum am vazut, exista multifunct¸ii superior semicontinue cu valori com- pacte ¸si convexe care nu au select¸ii continue. Pentru multifunct¸ii superior semi- continue se pot obt¸ine rezultate de existent¸a a select¸iilor aproximative. Rezultate semniﬁcative ˆn aceasta direct¸ie au fost obt¸inute de Arigo Cellina ˆn anii 1970. Vezi, de exemplu, [29]. 50O. Cˆarja Teorema 2.13FieX spat¸iu metric,Y spat¸iu Banach ¸siF : X ;Y o multifunct¸ie superior semicontinua cu valori nevide ¸si convexe. Atunci, pentru orice" > 0, exista f":X !Y local lipschitziana cu proprietat¸ile (i) f"(X) convF(X) (ii) Graf(f") Graf(F) +S(0, "). Demonstrat¸ie.Este suﬁcient sa presupunem ca multifunct¸iaF este " superior semicontinua. Prin urmare, pentru ﬁecare x2X exista (x) > 0 astfel ˆncˆat F(S(x, (x))) F(x) +S(0, "/2). Putem lua (x) cu proprietatea (x) < "/2. Familia S = {S(x, (x)/4); x2X} este o acoperire deschisa a spat¸iului X. FieU = {Ui; i2I} o raﬁnare local ﬁnita a sa ¸si{pi; i 2 I} o partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonate ei. Pentru ﬁecare i2I luam zi2F(Ui), apoi deﬁnim X f"(x) =pi(x)zi. i2I Sa aratam ca f"ˆndepline¸ste condit¸iile cerute. Este clar ca f"este bine deﬁnita, local lipschitziana ¸si ia valori ˆn convF(X). DeoareceUeste o raﬁnare a luiS, pentru ﬁecare i2I exista xi2X astfel ˆncˆat UiS(xi, (xi)/4). Fiex2X ¸si ﬁeI(x) acei indicii pentru carepi(x) > 0. Deducem cax2Ui¸si deci x2S(xi, (xi)/4) pentru i2I(x). Fie (xj) = max{(xi); i2I(x)}. Notam cu metrica pe X ¸si observam ca )(xj)(xj) (xi, xj)(xi, x) +(xj, x) (xi+ 442 pentru i2I(x). Prin urmare, UiS(xj, (xj)) ¸si deci zi2F(S(xj, (xj))F(xj) +S(0, "/2). Cap. 2 Multifunct¸ii51 Avˆand ˆn vedere ca mult¸imea F(xj) +S(0, "/2) este convexa, rezulta ca f"(x) 2F(xj) +S(0, "/2). In consecint¸a, exista yj2F(xj) astfel ˆncˆatkf"(x) yjk< "/2. Obt¸inem astfel ((x, f"(x)), (xj, yj))(x, xj) +(f"(x), yj)", unde noteaza metrica pe spt¸iul produs X×Y . Ca atare, (x, f"(x)) 2 Graf(F) +S(0, "), ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Acest rezultat ˆmpreuna cu Teorema de punct ﬁx a lui Schauder ne conduce la o demonstrat¸ie a Teoremei de punct ﬁx a lui Kakutani ˆn cadrul spat¸iilor Banach. Vezi Capitolul 4. Teorema 2.14Fie K o mult¸ime convexa ¸si compacta ˆntr-un spat¸iu Banach X ¸si F : K ; K o multifunct¸ie superior semicontinua cu valori nevide convexe ¸si compacte. Atunci exista x02K astfel ˆncˆat x02F(x0). Demonstrat¸ie.Fie (fn) un ¸sir de funct¸ii continue, fn:K !X, astfel ˆncˆat Graf(fn) Graf(F) +S(0, "n) ¸si fn(K) F(K) K, dat de Teorema 2.13, unde "n!0. Aplicˆand Teorema de punct ﬁx a lui Schauder deducem ca exista xn2 K astfel ˆncˆat fn(xn) = xn, pentru orice n = 1, 2,· · ·. S¸irul (xn) are un sub¸sir (pe care-l vom nota tot cu (xn)) convergent la x02 K. Vom arata ca acesta este punctul ﬁx cautat. Intr-adevar, exista (pn, qn)2 Graf(F) astfel ˆncˆat (xn, fn(xn))2 (pn, qn) +S(0, "n), deci kxnpnk + kxnqnk "n. Deducem ca pn!x0, qn!x0¸si deci x02F(x0). Am vazut ˆn Capitolul 1 ca o funct¸ie continua se poate aproxima uniform prin funct¸ii local lipschitziene. Stabilim acum un rezultat de aceea¸si natura pen- tru multifunct¸ii. Ideea aproximarii multifunct¸iilor superior semicontinue ˆn sensul prezentat mai jos apart¸ine, ˆn cazul ﬁnit dimensional, lui Stanis law Zaremba [100]. 52O. Cˆarja Teorema 2.15Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, DX ¸si F : D;Y o multifunct¸ie cu valori nevide convexe ¸si ˆnchise. Atunci exista Fn:D;Y, n 1, cu urmatoarele proprietat¸i (a) F(x) Fn(x) Fn(x) convF(D\S(x, 3"n))pentru orice x2D, unde +1 "n= 3n; (b) Daca F este local marginita atunci Fneste local lipschitziana pentru n suﬁ- cient de mare; (c) Daca F este superior semicontinua atunci, pentru ﬁecare x2D, (Fn(x), F(x)) ! 0 pentru n! 1. Precizam ca (A, B) este distant¸a Hausdorﬀ–Pompeiu deﬁnita ˆn (2.5). Demonstrat¸ie.Fie U = {Ui; i2I} o raﬁnare local ﬁnita a acoperirii deschise a lui D, S = {S(x, "n)\D; x2D}, ¸si ﬁe{pi; i 2 I}o partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonata ei. Pentru ﬁecare i2I, ﬁe xi2D astfel ˆncˆat UiS(xi, "n). Punem X Fn(x) =pi(x)Ci, i2I unde Ci=convF(S(xi, 2"n)\D). Sa demonstram (a). Daca pi(x) > 0 atunci x2UiS(xi, "n) ¸si deci S(xi, 2"n)S(x, 3"n). De aici rezulta u¸sor ca Fn(x) convF(S(x, 3"n)\D). In plus avem F(x) Fn(x) pentru orice n 1. Pentru a dovedi acest fapt, luam i astfel ˆncˆat pi(x) > 0, deducem x 2 S(xi, 2"n) ¸si F(x) Ci. Cum F(x) este convexa, rezulta F(x) Fn(x). In sfˆar¸sit, sa dovedim ca Fn(x) Fn(x). +1 Cap. 2 Multifunct¸ii53 Fie{Vj; i2J}, {qi; j 2J},{yj; j 2J} ¸si{Bj; j 2J} obt¸inut¸i ˆn acela¸si mod ca {Ui; i2I}, {pi; i2I}, {xi; i2I} ¸si respectiv{Ci; i2I} ˆn cazul ˆn care "nse ˆnlocuie¸ste cu "n. Fie, de asemenea, +1 X Fn(x) =qj(x)Bj. +1 j2J Avem deci Bj=convF(S(yj, 2"n)\D). +1 Aratam mai ˆntˆai ca daca i ¸si j sunt astfel ˆncˆat pi(x) > 0 ¸si qj(x) > 0, atunci Bj Ci. Intr-adevar, x 2 Ui, x 2 Vj, deci x 2 S(xi, "n) ¸si x 2 S(yj, "n). +1 Obt¸inem astfel kxiyjk< "n+"n, +1 deciS(yj, 2"n)S(xi, 2"n), ceea ce conduce laBjCi. Prin urmareBjFn(x) +1 pentru orice j pentru care qj(x) > 0 ¸si deci Fn(x) Fn(x). +1 Sa demonstram acum (b). Fiex02D, ﬁe > 0 ¸siM > 0 astfel ˆncˆatkyk M pentru z 2 B(x0, ) \D ¸si y 2 F(z). Fie, ˆn plus, µ < /2 astfel ˆncˆat pisunt lipschitziene peB(x0, µ). DeoareceUeste local ﬁnita, exista indiciii1,· · ·, ipastfel ˆncˆat Ui\S(x0, µ)6=; pentru i2 {i1,· · ·, ip} iar daca i /2 {i1,· · ·, ip} avem pi(x) = 0 pentru x2S(x0, µ). Sa aratam ca daca n este astfel ˆncˆat "n< /2, i 2 {i1,· · ·, ip} ¸si y 2 Ci, avem kyk M. Pentru aceasta este suﬁcient sa aratam ca daca z 2 S(xi, 2"n)\D ¸si y2F(z) atuncikyk M. Este suﬁcient sa aratam ca z 2B(x0, ). In acest scop, ﬁe ui2Ui\S(x0, µ). Avemkuix0k< /2 ¸si deoarece UiS(x0, "n), deducem kxix0k< "n+/2. In sfˆar¸sit, kzx0k kzxik + kxix0k 2"n+"n+/2< . Obt¸inem astfel ca, daca x, y2B(x0, µ), XX pi(x)cipi(y)ci M Lkxyk i2Ii2I pentru orice ci2Ci, unde L este o constanta Lipschitz pentru pi, k 2 {1,· · ·, p}, k pe B(x0, µ). Acest fapt spune ca Fn(x) Fn(y) +M LkxykB(0, 1) 54O. Cˆarja pentru x, y2B(x0, µ), ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia punctului (b). Sa demonstram (c). Datorita faptului ca F(x) Fn(x), ramˆane sa aratam ca pentru ﬁecare x2D, avem supd(h, F (x)) ! 0 h2Fn(x) pentru n! 1. Deoarece F este superior semicontinua, pentru " > 0 exista > 0 astfel ˆncˆat F(S(x, )) F(x) +S(0, "), deci, pentru n suﬁcient de mare ˆncˆat 3"n< , avem Fn(x) convF(S(x, 3"n)\D) F(x) +S(0, "). Obt¸inem astfel supd(h, F (x)) ", h2Fn(x) ¸si demonstrat¸ia este ˆncheiata. Observat¸ia 2.1In demonstrat¸ia punctului (c) am dedus ca pentru ﬁecare x2D ¸si " > 0 exista n(", x) 2N astfel ˆncˆat, pentru nn(", x), Fn(x) F(x) +S(0, "). Acest fapt ˆmpreuna cu (a) implica \ F(x) =Fn(x). n2N De asemenea, este clar ca ﬁecare Fnare o select¸ie continua. Prezentam acum un rezultat de prelungire de tipul Teoremei lui Tietze de la funct¸ii. Teorema 2.16Fie X ¸si Y spat¸ii normate, A X o mult¸ime ˆnchisa ¸si nevida ¸si F : A ; Y o multifunct¸ie " superior semicontinua cu valori nevide ˆnchise marginite ¸si convexe. Atunci exista o extensie G : X ;Y, " superior semicon- tinua cu valori nevide ˆnchise marginite ¸si convexe ¸si care, ˆn plus, satisface G(X) conv(F(A)). Cap. 2 Multifunct¸ii55 Demonstrat¸ie.Deoarece mult¸imeaA este ˆnchisa, pentru ﬁecarex2X\A exista "(x) > 0 astfel ˆncˆat S(x, "(x)) \A = ;. Familia S = {S(x, "(x)/8); x2X\A} este o acoperire deschisa a mult¸imiiX\A. FieU = {Ui; i2I} o raﬁnare local ﬁnita ¸si{pi; i2I} o partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonata ei. Construim ( F1(x) =F(x) pentru x2AP i2Ipi(x)F(xi) pentru x2X\A, unde xi2A este astfel ˆncˆat d(xi, Ui)< 2 inf{d(x, A); x2Ui}.(2.15) Sa remarcam faptul ca pentru ﬁecare i 2 I exista xi2 A cu proprietatea (2.15). Pentru aceasta, observam mai ˆntˆai ca inf{d(x, A); x2Ui}> 0. Intr-adevar, deoareceU este o raﬁnare a luiS, pentru ﬁecarei2I existazi2X\A astfel ˆncˆat UiS(zi, "(zi)/8)S(zi, "(zi))X\A. Daca x2Ui¸si y2A, din prima incluziune de mai sus rezulta kxzik< "(zi)/8, iar din ultima incluziune rezulta kyzik "(zi). Obt¸inem astfelkxyk> (7/8)"(zi) pentru orice x2Ui¸si y2A. A¸sadar inf{d(x, A); x2Ui} 7"(zi)> 0. 8 In particular, diam(Ui) inf{d(x, A); x2Ui}.(2.16) Deoarece 2 inf{d(x, A); x2Ui}> inf{d(x, A); x2Ui}, exista x02Uiastfel ˆncˆat d(x0, A)< 2 inf{d(x, A); x2Ui} 56O. Cˆarja ¸si deci exista xi2A astfel ˆncˆat kx0xik< 2 inf{d(x, A); x2Ui}. De aici rezulta (2.15). Sa aratam ca multifunct¸iaF1construita mai sus este" superior semicontinua. Fie x02 X \A ¸si V o vecinatate deschisa a lui x0astfel ˆncˆat V \A = ;. Exista un numar ﬁnit de elemente dinU, Ui, k = 1,· · ·, q, astfel ˆncˆat k Ui\V 6=;. k Deoarece supppiUi, rezulta ca pentrux2V ¸sii /2 {i1, i2,· · ·, iq} avempi(x) = 0. Deci pentru x2V , q X F1(x) =pi(x)F(xi). kk k=1 Este clar caF1este superior semicontinua ˆnx0. Consideram acum cazulx02 Fr(A). Fie " > 0 ¸si 1> 0 astfel ˆncˆat F(x) F(x0) +S(0, "), pentru orice x 2 A cu kxx0k < 1. Vom arata ca exista 2> 0, 2< 1, astfel ˆncˆat, daca x /2A ¸sikxx0k< 2, avem F1(x) F(x0) +S(0, "). Pentru aceasta, observam ca daca pi(x) > 0 atunci x 2 Ui¸si, combinˆand (2.15) ¸si (2.16), obt¸inem kxx0k< 3d(x, A). Deoarece x02A, d(x, A) kxx0k ¸si deci kxix0k 4kxx0k. Prin urmare, considerˆand2=1/4 deducem ca pentrux2X\A cu kxx0k< 2 ¸si pentru acei indici i pentru care pi(x) > 0, F(xi)F(x0) +S(0, "). De aici, ¸si din convexitatea lui F(x0), obt¸inem F1(x) F(x0) +S(0, ") =F1(x0) +S(0, "). Am demonstrat a¸sadar ca multifunct¸ia F1este " superior semicontinua pe X. Ea are valori convexe ¸si marginite dar poate sa nu aiba valori ˆnchise (pentru ca suma a doua mult¸imi ˆnchise poate sa nu ﬁe ˆnchisa). Pentru a ˆncheia demonstrat¸ia luam G =F1¸si aplicam Propozit¸ia 2.4. Capitolul 3 Principiul aplicat¸iilor deschise 3.1 Teorema Robinson - Ursescu Unul dintre cele mai profunde rezultate din teoria operatorilor liniari continui ˆn spat¸ii Banach este Principiul aplicat¸iilor deschise publicat de Juliusz Schauder [85] ˆn 1930 ¸si de Banach ˆn faimoasa sa carteTh´eorie des op´erations lin´eaires aparuta ˆn 1931 ¸si tradusa ˆn franceza [9] ˆn 1932. Ca ¸si Principiul marginirii uniforme obt¸inut de Theophil H. Hildebrandt [46] ˆn 1923, Principiul aplicat¸iilor deschise s-a dovedit deosebit de util ˆntr-o varietate larga de probleme. Sa enunt¸am acest rezultat. Teorema 3.1Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T 2 L(X, Y )un operator surjectiv. Atunci urmatoarele aﬁrmat¸ii (echivalente ˆntre ele)au loc. (a) T este aplicat¸ie deschisa; (b) Exista > 0 astfel ˆncˆat, pentru ﬁecare y 2 Y, exista x 2 X cu T x = y ¸si kxk kyk; (c) Exista > 0 astfel ˆncˆatB(T x, t)T(B(x, t))pentru oricex2X ¸sit > 0. (d)Exista > 0 astfel ˆncˆat, pentru orice (x, y) 2X×Y, d(x, T1(y)) kyT xk. De¸si aﬁrmat¸iile de la (c) ¸si (d) sunt interpretari imediate ale lui (b), le-am enunt¸at aici pentru ca ele sunt esent¸iale ˆn ˆnt¸elegerea a ceea ce urmeaza ˆn acest capitol. Sa precizam ca marginea inferioara a valorilor pentru constantele , ¸si este k(A)1k, fapt u¸sor de aratat. Proprietatea enunt¸ata la (c) aﬁrma ca sfera 57 58O. Cˆarja centrata ˆn T x ¸si raza t este acoperita de imaginea prin T a unei sfere de raza t. In literatura matematica, aceasta se nume¸ste proprietatea deacoperire liniara ˆn (x, T x) (daca se veriﬁca macar pentrut mic). Daca inegalitatea de la (d) se veriﬁca pentru y = y0¸si x ˆntr-o vecinatate a lui x0cu (x0, y0)2Graf T, se spune ca Tare proprietatea deregularitate metrica ˆn (x0, y0). Aceasta terminologie a fost introdusa Jean-Paul Penot ˆn anii 1980. Un principiu de baza ˆn analiza neliniara (neteda) este acela ca o funct¸ie “satis- face” local proprietat¸ile derivatei sale. Acest principiu, legat de Teorema aplicat¸iilor deschise de mai sus, se regase¸ste ˆn doua teoreme clasice ale analizei matematice: teorema spat¸iului tangent demonstrata de Lazar A. Lyusternik [62] ˆn 1934 ¸si teo- rema surject¸iei demonstrata de Lawrence M. Graves [40] ˆn 1950, ﬁecare ﬁind legata de cˆate una dintre cele doua interpretari ale Teoremei 3.1. Astfel, teorema lui Lyusternik aﬁrma ca varietatea liniara tangenta la mult¸imea f1(y0) ˆn punctul x02f1(y0) este kerf0(x0) unde f : X !Y este de clasa C1¸si satisface condit¸ia de regularitate (sau condit¸ia Lyusternik) Imf0(x0) =Y. De fapt, demonstrat¸ia lui Lysternik conduce la faptul ca exista K > 0 astfel ˆncˆat d(x, f1(y0))Kky0f(x)k pentru oricex2x0+ kerf0(x0) suﬁcient de aproape dex0¸si, cu o u¸soara modiﬁcare a demonstrat¸iei, pentru orice x2X suﬁcient de aproape de x0. Teorema lui Graves aﬁrma, ˆntr-o forma particulara, ca dacaf : X !Y este de clasa C1ˆn x0¸si satisface condit¸ia de regularitate a lui Lyusternik Imf0(x0) = Y atunci exista m > 0 astfel ˆncˆat, pentru t > 0 suﬁcient de mic, imaginea prin f a unei sfere centrata ˆn x0de raza t cont¸ine sfera de raza mt centrata ˆn f(x0). De fapt proprietatea are loc pentru x ˆntr-o vecinatate a unui punct x0, deci are loc proprietatea de acoperire liniara. Abia la ˆnceputul anilor 1970, Alexander D. Ioﬀe ¸si Vladimir M. Tikhomirov au demonstrat ca ˆn condit¸iile teoremei lui Graves are loc proprietatea de regularitate metrica. Vom reveni asupra acestor rezultate ˆn Sect¸iunea 4 a acestui capitol. In continuare ne vom ocupa de o extindere a teoremei aplicat¸iilor deschise la multifunct¸ii cu graﬁc convex ¸si ˆnchis, stabilita ˆn 1975 de Corneliu Ursescu [92] ¸si, independent, ˆn 1976 de Stephen M. Robinson [80]. Acest rezultat a avut un impact major ¸si a determinat o direct¸ie de cercetare deosebit de proliﬁca. Teorema 3.2(Robinson -Ursescu)Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si F : X ; Y o multifunct¸ie convexa ¸si ˆnchisa. Fie y02 int(ImF) ¸si x02F1(y0). Atunci Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise59 (i) Exista > 0 astfel ˆncˆat B(y0, ) F(B(x0, 1)); (ii) Exista > 0 astfel ˆncˆat, daca y2B(y0, ), exista x2F1(y) cu kxx0k 1kyy0k; (iii)Exista > 0astfel ˆncˆat, daca y 2 B(y0, ), u2 Dom(F) ¸si v 2 F(u), exista x2F1(y) cu kxuk 1(1 +kux0k)kyvk; (iv)Exista >0 (acela¸si de la(iii))astfel ˆncˆat, daca y 2 B(y0, )¸si u 2 Dom(F), d(u, F1(y)) 1(1 +kux0k)d(y, F(u)). Se vede u¸sor ca (iii) este o proprietate de acoperire liniara iar (iv) de regularitate metrica. Dupa cum se va vedea mai jos, se demonstreaza ˆntˆai punctul (i), acesta ﬁind pasul cel mai diﬁcil, apoi se demonstreaza (iii). Este clar ca (ii) este un caz particular al lui (iii) daca se ia u = x0¸si v = y0. Avem deci: Exista doua constante pozitive¸si astfel ˆncˆat pentru ﬁecarey cukyy0k exista x2F1(y) satisfacˆand kxx0k kyy0k. Inainte de a demonstra aceasta teorema sa facem cˆateva comentarii. In primul rˆand sa observam ca o consecint¸a imediata este Corolarul 3.1In condit¸iile Teoremei 3.2, pentru orice V 2 V(x0)avem F(V ) 2 V(y0). Demonstrat¸ie.Pentru V 2 V(x0) exista >0 astfel ˆncˆat S(x0, ) V . Considerˆand dat de (ii) ¸si > 0 astfel ˆncˆat < ¸si < , rezulta imediat ca S(y0, ) F(V ). Sa remarcam faptul ca ˆn cazul unui operator liniar continuu ¸si surjectiv T, concluzia Corolarului 3.1 este echivalenta cu (c) ¸si deci cu (a). Prin urmare, Teo- rema 3.1 este un caz particular al Teoremei 3.2. Acest rezultat se poate generaliza ˆn forma urmatoare. 60O. Cˆarja Corolarul 3.2Fie X, Y, Z spat¸ii Banach, T 2 L(Z, Y ) ¸si S 2 L(X, Y ). Urma- toarele aﬁrmat¸ii sunt echivalente: (i) T(Z) S(X); (ii)Exista k > 0 astfel ˆncˆat T(B(0, 1))S(B(0, k)). Demonstrat¸ie.Implicat¸ia (ii) =) (i) este imediata. Pentru a demonstra recip- roca, luam multifunct¸ia F = T1S ¸si aplicam Teorema 3.2. Observat¸ia 3.1Proprietat¸ile enunt¸ate la (i) ¸si (ii) au caracterizari duale deosebit de utile ˆn aplicat¸ii. Astfel, daca X este reﬂexiv, (i) , (ii) , (iii) unde (iii)kTyk kkSyk 8y2Y. In general, (iii) este echivalent cu (iv){T(z); kzk 1} {Sx; kxk kk}. DacaT este operatorul identic (deciZ = Y ), atunci (i) , (ii) , (iii) fara condit¸ii suplimentare. Acest fapt exprima ca un operator S 2 L(X, Y ), unde X ¸si Y sunt spat¸ii Banach, este surjectiv daca ¸si numai daca adjunctul sau are invers marginit pe imaginea sa. Demonstrat¸ia acestor fapte o lasam ca exercit¸iu. Sa observam ca aﬁrmat¸ia (b) din Teorema 3.1 implica faptul ca multifunct¸ia F= T1este lipschitziana de constanta Lipschitz , adica, F(x1)F(x2) + kx1x2kB(0, 1)8x1, x22X. Rezultatul este adevarat ¸si pentru procese convexe. Corolarul 3.3Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si F : X ;Y un proces convex ˆnchis ¸si surjectiv, adica F(X) =Y. Atunci multifunct¸ia F1este lipschitziana. Demonstrat¸ie.Luam ˆn Teorema 3.2 x0=y0= 0. Prin urmare, exista , > 0 astfel ˆncˆat, pentru orice y 2 Y cukyk , existax 2 F1(y) astfel ˆncˆat kxk kyk. Deoarece Graf(F) este con, exista L > 0 astfel ˆncˆat, pentru orice y2 Y , exista x 2 F1(y) cukxk Lkyk. Fixam acum y1, y22 Y ¸si luam x12 F1(y1) ¸si t 2 F1(y2y1) satisfacˆandktk Lky1y2k. Avˆand ˆn vedere ca Graf(F) este con convex, deducem x2= x1+t 2 F1(y2),ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Pentru demonstrat¸ia Teoremei 3.2 avem nevoie de cˆateva chestiuni preliminare. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise61 Deﬁnit¸ia 3.1Fie X un spat¸iu liniar topologic. O submult¸ime nevida a lui X se nume¸steideal convexa daca pentru orice ¸sir marginit (xn)A ¸si orice ¸sir (n) cu P1P1 n 0 ¸sii=1i= 1, seriai=1ixiori este convergenta la un element din A ori este divergenta. Daca X este spat¸iu Banach, avˆand ˆn vedere ca ¸sirul (xn) este marginit, rezulta 1 ca seriaPixieste chiar absolut convergenta. Deci ˆn acest caz mult¸imea A =1i este ideal convexa daca suma seriei este un element din A. Urmatoarea lema pune ˆn evident¸a o proprietate remarcabila a mult¸imilor ideal convexe, rezultat obt¸inut de Evgenij A. Lifshits (Lifsic) ˆn 1970 [60]. Lema 3.1Fie A o mult¸ime ideal convexa ˆntr-un spat¸iu Banach X. Atunci intA = int(A). Demonstrat¸ie.Aratam ca daca y 2 int(A) atunci y 2 intA. Este suﬁcient sa luam y = 0, altfel lucram cu Ay ˆn loc de A. Presupunem deci ca 02 int(A). Exista > 0 astfel ˆncˆat B(0, ) A\B(0, ) A\B(0, ) A\B(0, ) +B(0, /2). Am folosit aici urmatorul rezultat [79, p.14], [101]: Pentru orice submult¸ime A a unui spat¸iu liniar topologic, \ A =(A + V ), V2V undeVeste un sistem fundamental de vecinatat¸i ale originii. In consecint¸a, pentru ﬁecare t > 0 avem B(0, t) t(A\B(0, )) +B(0, t/2). Fie x2B(0, /2). Pentru t = 1/2, exista x12A\B(0, ) ¸si y12B(0, /4) astfel ˆncˆat x =1x1+y1. 2 Continuˆand procedeul cu t = 1/22, 1/23,· · ·, 1/2n,· · · obt¸inem ¸sirurile (xn) A\ B(0, ), (yn)B(0, /2n+1) cu proprietatea yn=1xn+yn. +1+1 2n+1 62O. Cˆarja Avem n X1 kxxik = kynk, +1 i=12i 2n deci 1 X1 x =xi. i=12i Deoarece A este ideal convexa, x2A. Am aratat astfel ca B(0, /2)A, ceea ce dovede¸ste ca 02 intA ¸si astfel lema este demonstrata. Lema 3.2O mult¸ime convexa ˆnchisa ¸si absorbanta ˆntr-un spat¸iu Banach este vecinatate a originii. Demonstrat¸ie.Fie A o mult¸ime convexa ˆnchisa ¸si absorbanta ˆn spat¸iul Banach X. Mult¸imeaB = A\(A) este convexa ˆnchisa simetrica ¸si absorbanta. Deoarece B este absorbanta ¸si convexa avem [ X =nB. n1 Folosind Teorema lui Baire [37, p.102] (vezi ¸si Propozit¸ia 3.3 (ii)), deducem ca exista n0astfel ˆncˆat int(n0B)6=;, deci intB6=;. Vom arata ca mult¸imea B este vecinatate a originii, deci ¸si A este vecinatate a originii. Pentru aceasta, ﬁe x2 intB. Obt¸inemx2 intB ¸si, deoarece intB este mult¸ime convexa, 0 =1x +1(x) 2 intB, 22 ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Demostrat¸ia Teoremei 3.2Fara a restrˆange generalitatea putem presupune ca (x0, y0) = (0, 0), altfel consideram multifunct¸ia a carui graﬁc este Graf(F)(x0, y0). Fie deci 02int(Im(F)) ¸si 02 F1(0). Consideram mult¸imea A = F(B(0, 1)) ¸si aratam ca este ideal convexa ¸si 02intA. Pentru aceasta, consideram ¸sirurile 1 (yn) A (marginit) ¸si (n) cu n0 ¸siPn= 1. Exista (xn) B(0, 1) =1n 1P1 astfel ˆncˆat yn2 F(xn). In plus, seriilePnxn¸sinynsunt convergente. =1nn=1 Deoarece Graf(F) este mult¸ime convexa, avem 010011 m1m1 XXXX ym2F@nxn+@nAxmA nyn+@nA+1+1 n=1n=m+1n=1n=m+1 Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise63 pentru oricem 1. Trecˆand la limita cum! 1 ¸si folosind faptul ca Graf(F) este mult¸ime ˆnchisa, deducem 1 1! XX nyn2Fnxn. n=1n=1 Este u¸sor de vazut ca 1 X nxn2B(0, 1), n=1 deci 1 X nyn2A, n=1 ceea ce arata ca A este ideal convexa. Demonstram acum ca A este absorbanta. Consideram y 2 Y ¸si observam ca exista > 0 astfel ˆncˆat y 2 Im(F), deoarece 02 int(Im(F)). Exista deci x2X astfel ˆncˆat y 2F(x). Mai departe, exista µ2 (0, 1) astfel ˆncˆat µx2B(0, 1) ¸si, deoarece Graf(F) este convexa, µy = µ(y) + (1µ)0 2F(µx + (1µ)0) =F(µx) F(B(0, 1)). A¸sadar, mult¸imeaAeste convexa ˆnchisa ¸si absorbanta, deci este vecinatate a originii conform Lemei 3.2. Am demonstrat astfel ca 02 intF(B(0, 1)). Aplicam Lema 3.1 ¸si deducem ca 02 intF(B(0, 1)). Exista deci > 0 astfel ˆncˆat B(0, ) F(B(0, 1)) ¸si deci are loc (i). Sa demonstram (iii). Notam = /2 unde este dat de (i) ¸si aratam ca acesta este cerut de (iii). Fie deci y 2 B(y0, ), u 2Dom(F) ¸si v 2 F(u). Fie de asemenea =kyvk. + kyvk Avem ky +(yv) y0k . kyvk Din (i), exista t2 Dom(F) cu proprietatea y +(yv) 2F(t) kyvk 64O. Cˆarja ¸siktx0k 1. Deoarece/kyvk = 1, obt¸inemy + (1)(yv) 2F (t) care, ˆmpreuna cu (1)v2 (1)F(u) ¸si cu faptul ca multifunct¸iaF este convexa, implicay2F(t + (1)u). Sa aratam cax = t + (1)u satisface inegalitatea ceruta. Avem kxuk = ktuk kyvk(ktx0k + kux0k) kyvk (1 +kux0k), ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia punctului (iii). In sfˆar¸sit sa demonstram (iv). Pentru aceasta se modiﬁca put¸in demonstrat¸ia punctului (iii). Daca d(u, F1(y)) = 0, demonstrat¸ia este terminata. Daca nu, pentru " > 0 consideram v2F(u) astfel ˆncˆat kvyk d(y, F(u))(1 +"). Mai departe se face rat¸ionamentul de la (iii) ¸si se obt¸ine ˆn ﬁnal kxuk kyvk(1 +kux0k)d(y, F(u))(1 +")(1 +kux0k). Deoarece x2F1(y) iar " este arbitrar, demonstrat¸ia se ˆncheie. In particular obt¸inem Corolarul 3.4Fie multifunct¸ia F ca ˆn Teorema 3.2. Atunci (i) Exista constantele pozitiver, ¸si!astfel ˆncˆat, dacakux0k< ,kyy0k< r¸si v2F(u), exista x2 Dom(F) cu proprietat¸ile y2F(x) ¸sikxuk !kyvk; (ii) Multifunct¸ia F1este inferior semicontinua pe int(Im(F)). O consecint¸a remarcabila a Teoremei 3.1 este Teorema graﬁcului ˆnchis. Corolarul 3.5Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T : X ! Y un operator liniar ¸si cu graﬁc ˆnchis. Atunci T este continuu. Avem mai general Corolarul 3.6Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si F : X ; Y un proces convex ˆnchis cu Dom(F) =X. Atunci F este multifunct¸ie lipschitziana. Demonstrat¸ie.Se aplica Corolarul 3.3 procesului convex ˆnchis ¸si surjectiv F1. Este clar ca dacaF este operator liniar, condit¸ia Lipschitz se reduce la condit¸ia de marginire ¸si deci Corolarul 3.5 rezulta din Corolarul 3.6. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise65 3.2 Teorema lui Baire Demonstrat¸ia Teoremei 3.2 se bazeaza pe un rezultat fundamental din Analiza matematica ¸si anume Teorema lui Baire. Folosim acest prilej pentru a face cˆateva comentarii referitoare la acest rezultat. El este frecvent utilizat ˆn forma urmatoare (vezi, de exemplu, [37, p.102], [101, p.11]). Propozit¸ia 3.1Fie X un spat¸iu metric complet ¸si (Xn)un ¸sir de mult¸imi ˆnchise din X. Daca X = [nXn, exista n02Nastfel ˆncˆat intXn6=;. 2N0 Propozit¸ia 3.1 se poate deduce prin complementarietate din Propozit¸ia 3.2FieX un spat¸iu metric complet ¸si (Xn)un ¸sir de mult¸imi deschise ¸si dense din X. Atunci\nXneste densa ˆn X. 2N Este interesant de observat ca Propozit¸ia 3.2 nu rezulta prin complementarietate din Propozit¸ia 3.1. Totu¸si, se pot stabili unele echivalent¸e ˆntre diferite variante ale propozit¸iilor enunt¸ate mai sus. Propozit¸ia 3.3Fie X un spat¸iu metric complet ¸si (Xn)un ¸sir de mult¸imi ˆnchise din X. (i)Daca mult¸imea[nXnare interior nevid atunci mult¸imea[nintXneste 2N2N nevida. (ii)Daca X = [nXnatunci exista n02Nastfel ˆncˆat intXn6=;. 2N0 (iii)Daca X = [nXnatunci[nintXneste densa ˆn X. 2N2N Propozit¸ia 3.4FieX un spat¸iu metric complet ¸si (Xn)un ¸sir de mult¸imi deschise ¸si dense din X. Atunci (a)\nXneste nevida; 2N (b)\nXneste densa ˆn X. 2N Este u¸sor de vazut ca, printr-un argument simplu folosind legile lui De Morgan avem: (i) , (b) ¸si (ii) , (a). De asemenea, sa observam ca (iii) rezulta din (i) aplicat mult¸imilor ˆnchise ¸si cu interior vid, Xn\ intXn. Se obt¸ine astfel egalitatea int[ (Xn\ intXn) =; 66O. Cˆarja care, ˆmpreuna cu incluziunea \(X\ (Xn\ intXn)) [intXn, ˆncheie demonstrat¸ia punctului (iii). Propozit¸ia 3.4 a fost demonstrata de Louis Ren´e Baire [5] ˆn 1899 ˆn cazul spat¸iuluiR. Un rat¸ionament de acela¸si tip se gase¸ste ¸si la William F. Osgood ˆn 1897. Felix Hausdorﬀ publica demonstrat¸ia Teoremei lui Baire ˆn cazul general ˆn 1914. Este interesant de precizat ca enunt¸urile prezentate mai sus sunt adevarate ¸si ˆn spat¸ii compacte. Vom prezenta acum doua rezultate mai generale decˆat Propozit¸iile 3.3 ¸si 3.4 ¸si care sunt echivalente prin complementarietate. In spat¸ii metrice complete ele au fost stabilite de Corneliu Ursescu (comunicare personala). Teorema 3.3Fie X un spat¸iu metric complet sau un spat¸iu compact. Fie(Xn) un ¸sir de mult¸imi ˆnchise din X. Atunci [[ intXn=intXn. n1n1 Teorema 3.4Fie X un spat¸iu metric complet sau un spat¸iu compact. Fie(Xn) un ¸sir de mult¸imi deschise din X. Atunci \\ intXn= intXn. n1n1 Demonstrat¸ia Teoremei 3.4.Incluziunea \\ intXn intXn n1n1 este evidenta. Pentru a demonstra incluziunea inversa este suﬁcient sa demonstram incluziunea \\ intXnXn, n1n1 iar pentru aceasta este suﬁcient sa aratam ca pentru orice mult¸ime nevida ¸si deschisa Udin \nXn, mult¸imea U \ (\nXn) este nevida. Fie deci U o mult¸ime nevida 11 ¸si deschisa din\nXn. Sa observam ca pentru ﬁecare n2N avem U Xn, deci 1 U\Xneste o mult¸ime deschisa ¸si nevida. Pentru a arata ca mult¸imeaU\(\nXn) 1 Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise67 este nevida, consideram un proces inductiv alegˆand o mult¸ime nevida ¸si deschisaV1 astfel ˆncˆat V1U \X1. In spat¸ii metrice alegem V1cu proprietatea suplimentara diam(V1) 1 . Apoi, pentru ﬁecare numar naturaln > 2 alegem o mult¸ime nevida ¸si deschisaVn astfel ˆncˆat VnVn\Xn. 1 In spat¸ii metrice alegem Vncu proprietatea suplimentara diam(Vn) 1/n. Sa observam caVnU \Xn. Mai departe, aratam ca \nVn6=;, 1 de unde rezulta imediat ca U \ \nXn6=;, ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. 1 Faptul ca\nVn6=;se bazeaza pe argumente diferite ˆn funct¸ie de natura 1 spat¸iului X. Daca X este spat¸iu metric complet atunci aﬁrmat¸ia se bazeaza pe faptul ca familia{Vn} este formata din mult¸imi ˆnchise ale caror diametre converg la zero. DacaX este spat¸iu compact atunci familia{Vn} are proprietatea intersect¸iei ﬁnite. Observat¸ia 3.2Sa remarcam ca demonstrat¸ia de mai sus folose¸ste Axioma alegerii dependente. Vezi Capitolul 5 pentru mai multe comentarii asupra aceste axiome. Este interesant de subliniat ca ˆn 1977 Charles E. Blair [18] a demonstrat ca Teorema lui Baire implica Axioma alegerii dependente. Cele doua leme de baza, Lema 3.1 ¸si Lema 3.2, utilizate la demonstrat¸ia Teoremei Robinson-Ursescu, conduc la un frumos rezultat stabilit de Petr P. Zabreko [99] ˆn 1969 ¸si pe care ˆl vom demonstra mai jos. Este interesant ca cele trei rezultate fundamentale ale analizei funct¸ionale liniare, teorema aplicat¸iilor deschise, teorema graﬁcului ˆnchis ¸si principiul marginirii uniforme, se pot demonstra ˆntr-o maniera unitara ¸si simpla utilizˆand Lema lui Zabreko. Lema 3.3(Zabreko)Orice seminorma numarabil subaditiva pe un spat¸iu Banach este continua. 68O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Seminorma p pe spat¸iul Banach X este numarabil subaditiva daca p(Pnxn)Pnp(xn) pentru orice serie convergentaPnxndin X. Este u¸sor de vazut ca, din proprietat¸ile seminormei, este suﬁcient sa stabilim continuitatea ˆn origine. Pentru aceasta, consideram mult¸imea A = {x; p(x) 1} ¸si observam ca este convexa ¸si absorbanta. Prin urmare,A este ˆnchisa convexa ¸si absorbanta deci, pe baza Lemei 3.2, este vecinatate a originii. Pe de alta parte, este u¸sor de aratat, utilizˆand proprietatea seminormei de a ﬁ numarabil subaditiva, ca A este ideal convexa. Se aplica Lema 3.1 ¸si se deduce caA este vecinatate a originii. Acest fapt conduce la continuitatea ˆn origine a seminormei p. Sa demonstram acum cele trei rezultate fundamentale amintite mai sus, utilizˆand Lema lui Zabreko. Demonstrat¸ia Teoremei aplicat¸iilor deschise (Teorema 3.1)Se considera seminorma pe Y p(y) = inf{kxk; x2X, T (x) =y}. Pentru a demonstra ca este numarabil subaditiva, ﬁxam " > 0, luam seria conver- gentaPnynˆn Y ¸si construim seria absolut convergentaPnxnˆn X astfel: luam xn2 X astfel ˆncˆatkxnk < p(yn) + 2n" pentru orice n. Facem precizarea ca am presupus, fara a restrˆange generalitatea, caPnp(yn) este convergenta. Avem XX XX p(yn) kxnkkxnk<p(yn) +". nnnn Cum " este arbitrar, deducem ca p este numarabil subaditiva. Aplicam Lema 3.3 ¸si deducem ca p este continua, ceea ce conduce u¸sor la concluzia teoremei. Observat¸ia 3.3O consecint¸a remarcabila a Teoremei 3.1 este urmatorul rezultat demonstrat pentru pima data de Banach ˆn 1929. Daca X este spat¸iu Banach, orice operator bijectiv T 2 L(X) este un izomor- ﬁsm. Urmatorul rezultat este Principiul marginirii uniforme, numit adesea Teorema Banach-Steinhaus deoarece o demonstrat¸ie a sa a aparut ˆntr-o lucrare de Stefan Banach ¸si Hugo Steinhaus [10] din 1927. De fapt rezultatul a fost publicat mai ˆntˆai ˆn 1923 de Theophil Henry Hildebrandt [46] iar rezultate particulare obt¸inuse mai ˆnainte, ˆn 1922, Hans Hahn [42] ¸si Stefan Banach ˆn teza de doctorat. Este interesant ca Hahn demonstreaza teorema pentru funct¸ionale liniare continue printr- o metoda care nu folose¸ste Teorema lui Baire ¸si care funct¸ioneaza ¸si ˆn cazul general. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise69 Teorema 3.5Fie{Ti;i 2 I}o familie nevida de operatori din L(X, Y ), unde X este spat¸iu Banach ¸si Y este spat¸iu normat. Dacasup{kTixk; i 2 X}este ﬁnita pentru ﬁecare x din X atunci sup{kTik; i2X}este ﬁnita. Demonstrat¸ie.Consideram seminorma p(x) = sup{kTixk; i2I}. DacaPnxneste o serie convergenta ˆn X avem XX X X kTi(xn)k = kT xnkkT xnkp(xn) nnnn pentru orice i2I, de unde rezulta ca p(Pnxn)Pnp(xn). Deci p este continua, fapt care conduce u¸sor la concluzie. In sfˆar¸sit, sa demonstram Teorema graﬁcului ˆnchis, stabilita de S. Banach ˆn 1932 [9]. Teorema 3.6Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T : X ! Y un operator liniar ¸si cu graﬁc ˆnchis. Atunci T este marginit. Demonstrat¸ie.Consideram seminorma pe X p(x) =kT xk ¸si aratam ca este numarabil subaditiva. FiePnxno serie convergenta ˆnX. Avem de aratat cakT(Pnxn)k PnkT xnk, deci putem presupune ca seriaPnkT xnk este convergenta, care ˆmpreuna cu completitudinea lui Y implica faptul ca seria PPP nT xneste convergenta. Deoarece T are graﬁc ˆnchis, avemnT xn=T(nxn). Mai departe demonstrat¸ia este imediata. Iata alte aplicat¸ii interesante ale teoremei lui Baire. (1)Mult¸imea numerelor rat¸ionale nu este de tipG, adica, intersect¸ie numarabila de mult¸imi deschise. Vezi problema 6.33. (2)Nu exista funct¸ii f :R!Rcare sa ﬁe continue pe mult¸imea numerelor rat¸ionale ¸si discontinue pe mult¸imea numerelor irat¸ionale.Vezi Problema 6.34. De fapt, mult¸imea punctelor ˆn care o funct¸ie reala de variabila reala este con- tinua este de tip G. Este interesant ca exista funct¸ii care sa ﬁe continue exact pe mult¸imea numerelor irat¸ionale, deci mult¸imea numerelor irat¸ionale este de tip G. Vezi Problema 6.35. 70O. Cˆarja (3)Mult¸imea funct¸iilor f din C[0, 1], pentru care exista un punct xfˆn [0, 1) ˆn care f este derivabila la dreapta, este de prima categorie ˆn C[0, 1].Vezi Problema 6.36. Amintim ca o mult¸ime este de prima categorie daca se poate scrie ca o reuniune numarabila de mult¸imi rare (pentru care interiorul aderent¸ei lor este vid). Din vremea lui Newton pˆana la ˆnceputul secolului 19, majoritatea matematicienilor presupuneau ca o funct¸ie reala deﬁnita pe un interval trebuie sa ﬁe derivabila pe aproape tot domeniul de deﬁnit¸ie. In 1834, Bernard Bolzano a dat un exemplu de funct¸ie reala continua pe un interval ¸si nederivabila ˆn orice punct din acel interval. Aproape un secol dupa aceea matematicienii au tratat acea funct¸ie ca un caz patologic. In 1931 [8] Stefan Banach a aratat, prin aﬁrmat¸ia de mai sus, ca “marea majoritate” a funct¸iilor reale continue deﬁnite pe un interval real nu sunt derivabile ˆn nici un punct. (4)FieX un spat¸iu Banach. O funct¸ie inferior semicontinua sau superior semi- continua, deﬁnita peX cu valori reale, este continua pe un rezidual (complementara unei mult¸imi de prima categorie).Vezi Problema 6.37. 3.3 Aplicat¸ii la controlabilitatea sistemelor liniare Sa prezentam ˆn continuare o aplicat¸ie a Corolarului 3.2 la studiul controlabilitat¸ii sistemelor liniare inﬁnit dimensionale. Pentru aceasta avem nevoie de cˆateva el- emente de teoria semigrupurilor liniare de clasa C0. Nu vom intra ˆn detalii, ci vom prezenta doar un minim necesar. Cititorul poate consulta [11] sau [95] pentru detalii. Sa ne amintim pentru ˆnceput ca daca X ¸si U sunt spat¸ii ﬁnit dimensionale iar A : X !X ¸si B : U !X sunt operatori liniari, atunci solut¸ia ecuat¸iei diferent¸iale y0(t) =Ay(t) +Bu(t), y(0) =x, t 0 (3.1) este data de formula variat¸iei constantelor Zt y(t) =S(t)x +S(ts)Bu(s)ds,(3.2) 0 unde S(t) =eAt, t 0, este solut¸ia fundamentala a ecuat¸iei z0(t) =Az(t). Teoria semigrupurilor liniare ˆn spat¸ii Banach extinde conceptul de solut¸ie fun- damentala la spat¸ii Banach arbitrare ¸si permite deﬁnirea cu ajutorul formulei (3.2) a solut¸iei ecuat¸iei (3.1) ˆn situat¸ii mai generale. O clasa larga de sisteme de control Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise71 guvernate de ecuat¸ii cu derivate part¸iale sunt cazuri particulare ale ecuat¸iei (3.1), considerate ˆn spat¸ii inﬁnit dimensionale. A¸sadar, o familie S(t) : X ! X, t 0, formata din operatori liniari continui care veriﬁca proprietatea semigrupala S(t + s) = S(t)S(s), t, s0, S(0) = I ¸si satisface condit¸ia limtS(t)x = x, pentru x2X, se nume¸stesemigrup de clasa C0 #0 pe X. Legatura dintre A ¸si S(t) este data de Ax = limS(h)xx, h#0h pentru x 2Dom(A). Operatorul ˆnchis ¸si dens deﬁnit A se nume¸stegeneratorul inﬁnitezimal al semigrupului S(t). Daca S(t) este un semigrup de clasa C0atunci funct¸ia t 7! S(t)xeste continua pe [0,1) pentru orice x 2 X. In plus, exista constantele !2R ¸si M 1 astfel ˆncˆat kS(t)k M exp(!t),8t 0. In cele ce urmeaza ne vom referi la sistemul de control (3.1) cu solut¸ia (3.2) cu B2L(U, X). Controlul u(·) este dinU = L1([0,1);U). Spunem ca sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0, t] daca pentru ﬁecarex2X exista u 2 Uastfel ˆncˆat y(·) dat de (3.2) veriﬁca y(t) = 0, adica toate elementele din X pot ﬁ transferate ˆn origine prin act¸iunea controalelor dinU. Sa deﬁnim operatorul V (t) :U !X prin Zt V (t)u =S(ts)Bu(s)ds. 0 Este u¸sor de vazut ca V (t) este liniar ¸si marginit. De asemenea, se observa ca sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0, t] daca Im(S(t)) Im(V (t)). Sa presupunem acum ca avem restrict¸ii asupra controlului, adica mult¸imea con- troalelor admisibile este Uad={u2 U;kuk }, ﬁind o constanta pozitiva ﬁxata. Aplicˆand Corolarul 3.2, deducem ca nula con- trolabilitate a sistemului (3.1) este echivalenta cu existent¸a unui > 0 astfel ˆncˆat S(t)(B(0, )) V (t)(Uad), adica o ˆntreaga sfera din jurul originii poate ﬁ transferata ˆn origine la timpul t prin act¸iunea controalelor admisibile. 72O. Cˆarja Pentru ﬁecare t > 0 deﬁnim mult¸imea R(t) ={x2X;9u2Uad, S(t)x = V (t)u}, adica mult¸imea starilor init¸iale care pot ﬁ transferate ˆn origine la timpult cu con- troale admisibile. Deﬁnim de asemenea domeniul de nula controlabilitate admisibila [ R =R(t) t>0 ¸si funct¸ia timp minimal T(x) = inf{t; x2R(t)}, x2R. Vom demonstra ca daca sistemul (3.1) este nul controlabil pe [0, t] pentru orice t > 0, atunci R este deschisa ¸si funct¸ia T(·) este continua pe R. Pentru aceasta demonstram mai ˆntˆai Lema 3.4Presupunem ca sistemul de control(3.1)este nul controlabil pe[0, "]. Atunci (a) Exista (") > 0 astfel ˆncˆat dacakxk (") avem x2R("); (b) Pentru orice x2R(t)¸si y2X care satisface kyxk (") M exp(!t) avem y2R(t + "). Demonstrat¸ie.(a) Sistemul ﬁind nul controlabil pe [0, "] avem Im(S(")) Im(V (")). Considerˆand T = S(") ¸si S = V (") ˆn Corolarul 3.2, deducem u¸sor (a). Pentru (b) pornim de la egalitatea S(t + ")y = S(")S(t)(yx) +S(")S(t)x. Deoarecekyxk (")/M exp(!t), avˆand ˆn vedere cakS(t)xk M exp(!t)kxk, pentru oricet 0, obt¸inemkS(t)(yx)k ("). Folosind (a), obt¸inemS(t)(yx) 2 R("). Exista deci u12Uadastfel ˆncˆat S(")S(t)(yx) =V (")u. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise73 Pe de alta parte, deoarece x 2 R(t), exista u22 Uadastfel ˆncˆat S(t)x = V (t)u2. Obt¸inem Zt S(")S(t)x =S(t"s)Bu2(s)ds 0 ¸si ZtZt +" S(t + ")x =S(t + "s)Bu1(st)ds +S(t + "s)Bu2(s)ds. t0 Punˆand( (s) daca s2 [0, t] u(s) =u2 u1(st) daca s2 [t, t + "], deducem S(t + ")y = V (t + ")u. Deoarece u2Uad, obt¸inem y2R(t + "), ceea ce trebuia demonstrat. Teorema 3.7Presupunem ca sistemul(3.1)este nul controlabil pe[0, t]pentru orice t > 0. Atunci R este deschisa ¸si funct¸ia timp minimal T(·)este continua pe R. Demonstrat¸ie.Faptul ca R este deschisa rezulta imediat din Lema 3.2(b). Observat¸ia urmatoare va ﬁ utila ˆn demonstrat¸ie. Pentru orice y2R ¸si " > 0 avem y2R(T(y) +"). Intr-adevar, aceasta rezulta din deﬁnit¸ia funct¸iei timp minimal ¸si din faptul ca R(s) R(t) pentru s < t. Fie acum y02 R ¸si " >0 ﬁxat. Sa notam = ("/2) dat de Lema 3.4(a), (t) =M exp(!t) ¸si () K =y2X;kyy0k. 2(T(y0) + 2") Fie yi2K, i = 1, 2. Deoarece (·) este crescatoare avem kyiy0k, i = 1, 2. 2(T(y0) +"/2) Avˆand ˆn vedere ca y02R(T(y0) +"/2), folosind ¸si Lema 3.4(b), deducem T(yi)T(y0) +", i = 1, 2. Pe de alta parte, ky1y2k (T(y0) + 2") 74O. Cˆarja ¸si deci ky1y2k. (T(yi) +"/2) Utilizam ˆnca o data Lema 3.4(b) ¸si obt¸inemy12R(T(y2)+") ¸siy22R(T(y1)+ "), ceea ce implica T(y1) T(y2) +" ¸si T(y2) T(y1) +". Am aratat astfel ca, pentru orice " > 0, exista ("/2) 1= 2(T(y0) + 2") care depinde de y0¸si ", astfel ˆncˆat pentru orice y1, y2cukyiy0k 1, i = 1, 2, avem |T(y1)T(y2)| ". Deci T este continua ˆn y0. Am discutat mai sus problema trasferului unei date init¸iale ˆn origine. O prob- lema naturala este aceea a controlabilitat¸ii exacte pe [0, t] a sistemului (3.1). Mai precis, spunem ca sistemul (3.1) esteexact controlabil pe [0, t] daca pentru ﬁecare z2 X exista un control u 2 Uastfel ˆncˆat y dat de (3.2) veriﬁca y(0) = 0 ¸si y(t) =z. Aceasta ˆnseamna ca toate elementele dinX pot ﬁ atinse la timpult prin act¸iunea controalelor dinU. Este clar ca sistemul (3.1) este exact controlabil pe [0, t] daca operatorul V (t) este surjectiv. Pe baza principiului aplicat¸iilor deschise, deducem ca proprietatea de controlabilitate exacta a sistemului (3.1) este echiva- lenta cu existent¸a unui > 0 astfel ˆncˆatB(0, ) V (t)(Uad), adica punctele dintr-o ˆntreaga sfera din jurul originii pot ﬁ atinse la timpul t prin act¸iunea controalelor admisibile. Observat¸ia 3.4Controlabilitatea exacta ˆn spat¸ii inﬁnit dimensionale este destul de restrictiva. Daca B este compact (cazul ecuat¸iilor hiperbolice de ordinul al doilea) sau semigrupul S(t) este compact (cazul ecuat¸iilor parabolice) [95] atunci operatorul V (t) este compact (vezi Teorema 4.13) deci nu este surjectiv. Vezi ¸si Observat¸ia 4.6. 3.4 Teorema de inversare locala ¸si Teorema Lyusternik - Graves Prezentam ˆn continuare un rezultat de aceea¸si natura cu Principiul aplicat¸iilor deschise ˆn cazul funct¸iilor diferent¸iabile. Sa ne amintim Teorema 3.1: Daca T 2 L(X, Y ) este surjectiv, exista > 0 astfel ˆncˆat pentru orice y 2 Y exista x2X cu T x = y ¸sikxk kyk. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise75 In cele ce urmeaza, oricare din constantele > 0 cu proprietatea de mai sus se va numiconstanta de surjectivitate pentru operatorul surjectiv T. Teorema 3.8(Graves)Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, T 2 L(X, Y ) un operator sur- jectiv cu > 0 constanta de surjectivitate ¸si 0 < < 1/ . Fie U X o mult¸ime deschisa, x02U ¸si f : U !Y o funct¸ie continua cu proprietatea kf(u) f(v) T(uv)k kuvk pentru orice u ¸si v cukux0k < r¸sikv x0k < r. In aceste condit¸ii, daca kyf(x0)k< r(1/ ), exista o solut¸ie a ecuat¸iei f(x) =y ce satisface kxx0k (1/ )1kyf(x0)k. Demonstrat¸ie.Construim inductiv un ¸sir (n) astfel: 0= 0 iar, pentru n 1, neste astfel ˆncˆat T(n) =yf(x0+n) (3.3) n11 ¸si knk kyf(x0+n)k.(3.4) n11 Deducem cu u¸surint¸a T(n) =T(n)f(x0+n) +f(x0+n), n11n212 deci knk knk(3.5) n11n2 dacaknk< r ¸siknk< r. Acest fapt este adevarat pentru oricen. Intr-adevar, 12 observam mai ˆntˆai ca din (3.3) ¸si (3.4),k1k< r(1 ). Deoarece 0= 0, avem (3.5) pentru n = 2. De aici se obt¸ine k2k = k1+2k k1k(1 + ) < r 1 ¸si deci are loc (3.5) pentrun = 3. Presupunem (3.5) adevarata pˆana lan ¸si deducem knk k1k(1 + + · · · + ( )n1)< r,(3.6) ceea ce implica (3.5) pentru n + 1.Mai departe, din (3.5) rezulta ca ¸sirul (n) este convergent la , din (3.3) deducem ca y = f(x0+), din (3.4) avemk1k kyf(x0)k iar din (3.6) deducem kk (1 )1k1k (1/ )1kyf(x0)k ¸si demonstrat¸ia este terminata. 76O. Cˆarja Corolarul 3.7Fie T 2 L(X, Y ) un operator surjectiv cu constanta > 0. Daca S2L(X, Y ) este astfel ˆncˆatkSTk 1/2 , atunci S este surjectiv cu constanta 2 . Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema 3.8 cu f = S ¸si x0= 0. In particular, rezulta ca mult¸imea operatorilor surjectivi este deschisa ˆnL(X, Y ). Vezi ¸si Problema 6.24. Inainte de a prezenta urmatorul rezultat, sa amintim not¸iunea de diferent¸iabili- tate Fr´echet. FieX ¸siY spat¸ii normate,U X o mult¸ime deschisa ¸sif : U !Y o funct¸ie. Spunem caf este diferent¸iabila Fr´echet ˆnx02U daca exista un operator, notat f0(x0), cu proprietatea ca f0(x0)2L(X, Y ) ¸si lim1(f(x0+h)f(x0)f0(x0)h) = 0. h!0khk Spunem caf este de clasaC1peU dacaf este diferent¸iabila Fr´echet ¸sif0(privita ca funct¸ie de la U ˆn L(X, Y )) este continua ˆn ﬁecare punct din U. Sa amintim de asemenea urmatoarea teorema de medie: Dacaf : U !Y este diferent¸iabila Fr´echet ˆn orice punct din segmentul [a, b] U, atunci kf(b) f(a)k supkf0(u)kkbak. u2]a,b[ Pentru demonstrat¸ia acestei teoreme precum ¸si pentru alte rezultate legate de diferent¸iabilitate ˆn spat¸ii Banach trimitem la [101]. Teorema 3.9(Lyusternik-Graves)Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, U X o mult¸ime deschisa, x02 U, f : U ! X o funct¸ie diferent¸iabila Fr´echet cu f0continua ˆn x0¸si f0(x0)surjectiva. In aceste condit¸ii, exista constantele pozitive r, ¸si ! astfel ˆncˆat, dacakpx0k< ¸sikyf(x0)k< r, exista x ce satisface f(x) =y ¸si kxpk !kyf(p)k. Demonstrat¸ie.Deoarece f0este continua ˆn x0, exista 1> 0 astfel ˆncˆat, daca kxx0k< 1, avemkf0(x) f0(x0)k< 1/8 , unde este o constanta de surjectivi- tate pentru operatorul surjectivf0(x0). Aplicˆand Corolarul 3.7 deducem ca, pentru kpx0k< 1,f0(p) este surjectiv cu constanta 2 . Din teorema de medie enunt¸ata mai sus ¸si aplicata funct¸iei x7!f(x) f0(p)x obt¸inem kf(u) f(v) f0(p)(uv)k kuvksupkf0(t)f0(p)k.(3.7) t2[a,b] Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise77 Din (3.7), dacakpx0k< 1, avem kf(u) f(v) f0(p)(uv)k 1kuvk(3.8) 4 pentrukux0k< 1¸sikvx0k< 1. Pe de alta parte, exista2> 0 cu2/2 1 astfel ˆncˆat, dacakpx0k< 2, avem kf(p) f(x0)k<1. 16 Sa aratam ca = 2, r = 1/8 ¸si ! = 4 veriﬁca toate cerint¸ele concluziei. Fie decikpx0k < ¸sikyf(x0)k < r. Observam ca pentrukupk < 1/2 ¸sikv pk < 1/2 avemku x0k < 1,kv x0k < 1¸si deci (3.8) arata ca suntem ˆn condit¸iile Teoremei 3.8 cu T = f0(p) ¸si 2 ˆn loc de . Este clar ca daca kyf(x0)k< r atuncikyf(p)k< 1/8 ¸si deci exista o solut¸ie a ecuat¸ieif(x) =y care satisface kxpk 4 kyf(p)k. Demonstrat¸ia teoremei este ˆncheiata. Observat¸ia 3.5Concluzia Teoremei 3.9 aﬁrma, ˆn particular, ca exista o vecinata- te deschisaV a luix0, cont¸inuta ˆnU, care are proprietatea ca pentru ﬁecarep2V ¸si ﬁecare Sp, sfera deschisa centrata ˆn p ¸si cont¸inuta ˆn V , f(Sp) este vecinatate pentru f(p). Observat¸ia 3.6Estimarea ! = 4 , unde este constanta de surjectivitate a op- eratorului f0(x0), nu este cea mai buna. Aceasta provine din faptul ca am aplicat Teorema 3.8 cu = 1/2 . De fapt, marginea inferioara a valorilor lui! pentru care are loc teorema de mai sus este . Lawrence M. Graves [40] a demonstrat ˆn 1950 Teorema 3.8 ¸si Corolarul 3.7. Lazar Aronovich Lyusternik [62] (1934) a introdus condit¸ia ca f0(x0) sa ﬁe opera- tor surjectiv ¸si procedeul iterativ prezentat ˆn demonstrat¸ia Teoremei 3.8 pentru a obt¸ine urmatorul rezultat. Corolarul 3.8(Lyusternik)Fie f ca ˆn Teorema3.9¸si ﬁe f(x0) = 0. Atunci spat¸iul tangent la f1(0)ˆn x0este x0+ kerf0(x0). 78O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema 3.9 cuy = 0 ¸sip2x0+ kerf0(x0) ¸si se deduce ca exista x2f1(0) astfel ˆncˆatkxpk !kf(p)k, adica d(p, f1(0))!kf(p) f(x0)f0(x0)(px0)k. De aici se obt¸ine imediat 1 limd(p, f(0))= 0, p!x 0 kpx0k p2x+kerf0(x) 00 ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Teorema lui Graves se utilizeaza ˆn obt¸inerea unor rezultate de existent¸a pen- tru ecuat¸ii neliniare plecˆand de la rezultate similare pentru aproximari liniare ale acestora. Unele probleme, de exemplu cele legate de controlabilitatea cu restrict¸ii a sistemelor neliniare au impus urmatoarea varianta. Teorema 3.10Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, D X o mult¸ime deschisa, x02 D, L X un con convex ˆnchis ¸si f : D ! Y o funct¸ie diferent¸iabila Fr´echet cu f0 continua ˆn x0¸si cu proprietatea f0(x0)(L) = Y. Atunci exista o vecinatate V a punctului f(x0)¸si o constanta >0astfel ˆncˆat, pentru ﬁecare y 2 V, ecuat¸ia f(x) =y are o solut¸ie ˆnx0+Lcare satisface inegalitateakxx0k kyf(x0)k. Demonstrat¸ie.Se procedeaza ca ˆn Teorema 3.8 cu observat¸ia ca este obt¸inuta aplicˆand Teorema aplicat¸iilor deschise procesului convex ˆnchis F : X ;Y deﬁnit prin (0 )xdaca x2L F(x) =f(x0 ;daca x /2L. Ipoteza f0(x0)(L) =Y asigura faptul ca F este surjectiv ¸si deci exista > 0 ˆncˆat, pentru y2Y , exista x2L cu f0(x0)x = y ¸sikxk kyk. Teorema 3.9 se mai nume¸ste ¸siTeorema surject¸iei, datorita condit¸iei ca f0(x0) sa ﬁe surjectiv. Sa ne amintim ca pentru Teorema de inversare locala se cere ca f0(x0) sa ﬁe ¸si injectiv. Mai precis avem Teorema 3.11(Teorema de inversare locala )Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, U X o mult¸ime deschisa, x02 U, f : U ! Y o funct¸ie de clasa C1cu proprietatea ca f0(x0)este un operator bijectiv. Atunci exista o vecinatate W a lui f(x0)ˆn Y ¸si o vecinatate V a lui x0ˆn X astfel ˆncˆat pentru orice y2W exista o solut¸ie unica x2V a ecuat¸iei f(x) =y. Mai mult funct¸ia f1este de clasa C1pe W ¸si derivata sa este data prin (f1)0(y) = (f0(x))1. Dacaf este de clasaCk,k > 1, atuncif1 este de clasa Ck. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise79 Demonstrat¸ie.Fara a restrˆange generalitatea, luam x0= 0 ¸si f(x0) = 0. In plus, este suﬁcient sa discutam inversarea locala a funct¸iei f0(0)1f¸si deci suntem condu¸si la a considera cazul ˆn caref = I + g, undeg este de clasaC1¸sig0(0) = 0. Aici I este operatorul identitate pe X. Fie r > 0 astfel ˆncˆatkg0(u)k< 1/2 pentru kuk< r. Folosind teorema de medie deducem ca pentru orice u, v2B(0, r) avem kg(u) g(v)k 1kuvk.(3.9) 2 Deci g este o contract¸ie ¸sikg(u)k kuk/2 pentrukuk < r. Pentru v 2 X ﬁxat, punem gv(u) =vg(u). Este clar ca gveste o contract¸ie. Mai mult, pentru u 2 B(0, r) ¸si v 2 B(0, r/2) avemkgv(u)k r ¸si deci, pentru v 2 B(0, r/2), gveste o contract¸ie, duce B(0, r) ˆn ea ˆnsa¸si, prin urmare are un punct ﬁx unic u2B(0, r) care satisface u = gv(u) =vg(u), deci f(u) =v. A¸sadar, putem deﬁni funct¸ia f1:B(0, r/2)!B(0, r). Sa aratam caf1este de clasaC1. Pentru aceasta, aratam mai ˆntˆai caf1este lipschitziana. Punemp = f1(u) ¸siq = f1(v), adicap + g(p) =u ¸siq + g(q) =v. Folosind (3.9) obt¸inem kpqk kuvk + kg(p) g(q)k kuvk +1kpqk, 2 deci kf1(u) f1(v)k 2kuvk. A¸sadar f1este Lipschitz continua cu constanta 2. Fie acum y2W = B(0, r/2) ¸si x = f1(y). Sa aratam ca (f1)0(y) = (f0(x))1.(3.10) Din x + g(x) = y avem f1(y) = y g(f1(y)). Avˆand ˆn vedere ca funct¸ia g este diferent¸iabila ˆn 0 ¸si g0(0) = 0 iar f1este lipschitziana, deducem u¸sor ca funct¸ia y 7! g(f1(y)) are diferent¸iala ˆn punctul 0 egala cu 0. De aici rezulta ca (f1)0(0) =I. Aceasta implica (3.10) pe baza unor translat¸ii care sa ducax ¸siy ˆn origine. Sa detaliem acest fapt. Consideram funct¸ia h(u) =f0(x)1(f(u + x) y) 80O. Cˆarja ¸si observam ca h(0) = 0, h0(0) = 0 ¸si deci, pe baza celor demonstrate mai sus, (h1)0(0) =I. Aceasta, ˆmpreuna cu faptul ca h1(v) =f1(y + f0(x)v) x, arata ca (3.10) este adevarata. In sfˆar¸sit, pentru a arata caf1este de clasaC1observam ca (f1)0apare ca o compunere de trei funct¸ii continue ¸si anumef1,f0¸siJ, unde operatorul J : Inv(X, Y ) ! L(Y, X) este deﬁnit prin J(A) = A1. Am notat cu Inv(X, Y ) mult¸imea operatorilor A 2 L(X, Y ) care sunt inversabili (bijectivi). Sa subliniem faptul ca din Teorema aplicat¸iilor deschise (Teorema 3.1) rezulta ca daca X¸si Y sunt spat¸ii Banach iar A 2 L(X, Y ) este bijectiv atunci A12 L(Y, X). Operatorul J este de clasa C1. Ultima aﬁrmat¸ie din enunt¸ se demonstreaza prin induct¸ie. Observat¸ia 3.7Teorema de inversare locala da condit¸ii ˆn care, pentru orice y dintr-o vecinatate a lui y0, ecuat¸ia f(x) = y poate ﬁ rezolvata unic ˆn x ˆntr- o vecinatate a lui x0. Demonstrat¸ia prezentata mai sus se bazeaza pe aplicarea Teoremei de punct ﬁx a lui Banach funct¸iei x ! (f0(x0))1(yf(x)) +x ¸si deci conduce la urmatoarea procedura iterativa: xn=xn+ (f0(x0))1(yf(xn)). +1 Se poate utiliza ¸si metoda lui Newton: xn=xn+ (f0(xn))1(yf(xn)) +1 care da o convergent¸a mai rapida (vezi Problema 6.31). Observat¸ia 3.8In cazul ˆn care kerf0(x0) admite un complement ˆnchis X1, Teo- rema 3.9 se deduce din Teorema de inversare locala aplicata restrict¸iei lui f la x0+X1. Teorema de inversare locala conduce imediat la Teorema 3.12(Teorema funct¸iilor implicite)Fie X, Y ¸si Z spat¸ii Banach, D o mult¸ime nevida ¸si deschisa ˆn X ×Y, F : D ! Z o funct¸ie de clasa Cp, p 1, (u0, v0)2D astfel ˆncˆat F(u0, v0) = 0¸si F0(u0, v0)este operator bijectiv. In aceste v condit¸ii, exista r > 0 ¸si o vecinatate V a lui v0astfel ˆncˆat, dacakuu0k < r, exista o unica solut¸ie v = v(u) ˆn V a ecuat¸iei F(u, v) = 0. Mai mult, aplicat¸ia u7!v(u) este de clasa Cp¸si derivata este data de formula v0(u) =(F0(u, v(u)))1F0(u, v(u)). vu Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise81 Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema 3.11 funct¸iei f : D ! X ×Z deﬁnita prin f(u, v) = (u, F(u, v)). Avem ¸si o teorema a funct¸iilor implicite de tip surjectiv. Teorema 3.13Fie X, Y ¸si Z spat¸ii Banach, D o mult¸ime nevida ¸si deschisa ˆn X×Y, F : D !Z o funct¸ie diferent¸iabila Fr´echet cu F0continua ˆn (u0, v0)2D astfel ˆncˆat F(u0, v0) = 0¸si F0(u0, v0)este operator surjectiv. In aceste condit¸ii, v exista r >0¸si ! >0astfel ˆncˆat, dacakuu0k < r, exista v cu proprietatea F(u, v) = 0¸sikvv0k !kuu0k. Demonstrat¸ie.Se considera funct¸ia f : D ! X ×Z deﬁnita prin f(u, v) = (u, F(u, v)). Avem f0(u0, v0)(u, v) = (u, F0(u0, v0)u + F0(u0, v0)v). uv Este clar ca sunt ˆndeplinite ipotezele Teoremei 3.9 cu x0= (u0, v0). Concluzia Teoremei 3.9 cu p = x0, y = (u, 0) conduce la rezultat. Observat¸ia 3.9In condit¸iile Teoremei 3.13 putem deﬁni o funct¸ie h pe S(u0, r), continua ˆn u0, astfel ˆncˆat h(u0) =v0¸si F(u, h(u)) = 0 pentru u2S(u0, r). In Teorema 3.9 se presupune ca funct¸ia f este diferent¸iabila Fr´echet ¸si f0este continua ˆn x0. O problema naturala este daca se poate presupune ca f este doar diferent¸iabila inx0. Raspunsul este negativ ˆn general dar este pozitiv ˆn cazul cˆand Yeste de dimensiune algebrica ﬁnita. Mai precis, dacaX este un spat¸iu Banach de dimensiune inﬁnita, se poate construi o funct¸ie continuaf : X !X cu urmatoarele proprietat¸i: (a) f este diferent¸iabila Fr´echet ˆn 0 ¸si f0(0) =I; (b) f(X) nu cont¸ine o vecinatate a originii; (c) f nu este injectiva pe nici o vecinatate a originii. O astfel de funct¸ie se poate construi astfel: ﬁe mult¸imile B = {x 2 X; kxk 1}, U= {x 2 X; kxk = 1} ¸si p : B ! U o funct¸ie continua cu p(x) = x pentru orice x2 U. Existent¸a funct¸iei p este data de Teorema 1.11. Extindem p la X prin p(x) =x dacakxk> 1 ¸si consideram elementul e2X cu kek = 1 ¸si apoi ¸sirurile an=1e, rn=1, Bn={x2X; kxank< rn}. n4n2 82O. Cˆarja Funct¸ia deﬁnita prin ( Bn f(x) =xdaca x2X\ [n rnp(xan) +andaca x2Bn rn veriﬁca (a), (b), (c). Pentru a demonstra (a), observam mai ˆntˆai ca, daca x2Bn, avem kf(x) xk rn+kxank 2rn. Avˆand ˆn vedere ca kank kxk kxank rn, obt¸inem kf(x) xk2rn ! 0. kxkkank rn Fie " > 0 ¸si ﬁe n0cu proprietatea ca, pentru nn0, 2rn/(kank rn)< ". Un calcul simplu arata ca exista > 0 astfel ˆncˆat, daca x2Bn¸sikxk< , avem n n0. Prin urmare, dacakxk < avemkf(x) xk/kxk < ", ceea ce arata ca funct¸ia f este diferent¸iabila Fr´echet in 0 ¸si f0(0) =I. Pentru (b) se demonstreaza mai ˆntˆai ca [ f(X) =X\Bn. n2N Pentru aceasta este suﬁcient sa dovedim ca pentru y 2Bmnu exista x2Bnastfel ˆncˆat rnp(xan) +an=y. rn Aceasta rezulta din faptul ca krnp(xan) +anamk rm rn pentru orice m ¸si n. In sfˆar¸sit, pentru (c), se observa ca funct¸ia p nu este injectiva. Pentru aceasta luam z cu kzk < 1 ¸si observam ca ecuat¸ia p(x) = p(z) are cel put¸in doua solut¸ii distincte,x = z ¸six = p(z). De aici rezulta ca funct¸iaf nu este injectiva pe nici un Bn. Cum orice vecinatate a originii cont¸ineBnpentrun suﬁcient de mare, aﬁrmat¸ia de la (c) este dovedita. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise83 Este interesant de subliniat ca, dacaf este doar diferent¸iabila fara a ﬁ de clasa C1, proprietatea (c) de mai sus poate ﬁ satisfacuta ¸si de funct¸ii pentru care f0(x0) este un operator bijectiv. Iata de exemplu funct¸iaf : R!R, f(x) =x+2x2sin 1/x pentru x6= 0, f(0) = 0, are proprietat¸ile: (i) f0(0) =I; (ii) Exista un ¸sir xnconvergent la 0 astfel ˆncˆat f0(xn) = 0 ¸si f00(xn)< 0. Din (ii) rezulta ca f nu este injectiva pe o vecinatate a lui xn¸si deci pe nici o vecinatate a originii. Daca Y este ﬁnit dimensional avem Teorema 3.14Fie X ¸si Y spat¸ii Banach cu Y de dimensiune algebrica ﬁnita, U X o mult¸ime deschisa, x02 U, f : U ! X o funct¸ie continua pe U, diferent¸iabila Fr´echet ˆn x0¸si astfel ˆncˆat operatorul f0(x0)este surjectiv. Atunci exista constantele pozitive r ¸si ! astfel ˆncˆat, dacakyf(x0)k< r, exista o solut¸ie a ecuat¸iei f(x) =y cu proprietatea kxx0k !kyf(x0)k. Demonstrat¸ie.Demonstrat¸ia se bazeaza pe Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer. Sa presupunem ca x0= f(x0) = 0. Deoarece f0(0) este operator surjectiv, exista o funct¸ie continua H : Y ! X astfel ˆncˆat f0(0)H = I; vezi Problema 6.32. Din faptul ca f este diferent¸iabila Fr´echet ˆn 0 se deduce ca limf(Hy) y= 0. y!0kyk Exista deci r0astfel ˆncˆat kf(Hy) yk 1kyk 2 pentrukyk r0. Se aplica acum Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer (vezi Problema 6.41) pentru a deduce ca, pentru orice rr0, avem B(0, r/2)f(H(B(0, R))). Pentruy2Y cu kyk r0/2 folosim incluziunea de mai sus cur = 2kyk ¸si deducem existent¸a unui z 2 Y astfel ˆncˆatkzk r ¸si f(Hz) = y. Este clar ca x = Hz satisface cerint¸ele teoremei. 84O. Cˆarja Incheiem aceasta sect¸iune cu o aplicat¸ie a Teoremei Lyusternik-Graves la teoria multiplicatorilor lui Lagrange pentru problema de minim abstracta: minf(x) cu restrict¸ia g(x) = 0,(3.11) unde f : X !R ¸si g : X !Y iar X ¸si Y sunt spat¸ii normate. De altfel, acesta a fost scopul principal al lui Lyusternik ˆn [62]. Incepem cu un rezultat care scoate ˆn evident¸a important¸a proprietat¸ii de reg- ularitate metrica. Teorema 3.15Preupunem ca x0este solut¸ie a problemei de minim (3.11). Daca fsatisface condit¸ia Lipschitz ˆntr-o vecinatate a lui x0¸si g are proprietatea de regularitate metrica ˆn(x0, 0), atunci exista >0astfel ˆncˆat x0este punct de minim local (fara restrict¸ii)a funct¸iei f(x) +kg(x)k. Demonstrat¸ie.Din ipoteza exista K > 0, L > 0 astfel ˆncˆat f(x) f(y) Lkxyk, d(x, g1(0))Kkg(x)k pentru x, y ˆntr-o vecinatate a lui x0. Luam un astfel de x ¸si ﬁe u2g1(x0) astfel ˆncˆatkxuk (K + 1)kg(x)k. Atunci f(x) f(u) Lkxuk f(x0)Ld(x, g1(0))f(x) L(K + 1)kg(x)k, deci f(x) +L(K + 1)kg(x)k f(x0). Observat¸ia 3.10Rezultatul se poate extinde u¸sor la spat¸ii metrice. De asemenea, se pot considera restrict¸ii de forma 02G(x) unde G este o multifunct¸ie. Urmatoarea teorema este extinderea teoremei clasice a multiplicatorilor lui La- grange la problema abstracta (3.11). Teorema 3.16Fie spat¸iile Banach X ¸si Y ¸si funct¸iile f : X !R, g : X ! Y. Presupunem caf are un minim local ˆnx0relativ la restrict¸iag(x) = 0, f ¸sig sunt de clasa C1pe o vecinatate a lui x0¸si g0(x0)este operator surjectiv. Atunci (i) f0(x0)h = 0pentru acei h pentru care g0(x0)h = 0; (ii)Exista y2Yastfel ˆncˆat f0(x0) +y(g0(x0)) = 0. Cap. 3 Principiul aplicat¸iilor deschise85 Demonstrat¸ie.Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista h astfel ˆncˆat g0(x0)h = 0 ¸si f0(x0)h6= 0. Atunci funct¸ia F : X !R×Y deﬁnita prin F(x) = (f(x), g(x)) are proprietatea ca F0(x0) = (f0(x0), g0(x0)) :X !R×Y este operator surjectiv. Intr-adevar, ﬁe (a, y)2R× Y . Deoarece g0(x0) este operator surjectiv, exista u 2 X ˆncˆat g0(x0)u= y. Exista 2Rastfel ˆncˆat f0(x0)h = af0(x0)u. Este clar caf0(x0)(u + h) =a ¸sig0(x0)(u + h) =y. Deci operatorul F0(x0) este surjectiv. Aplicam Teorema 3.9 ¸si deducem ca, pentru orice " > 0, exista x cu kxx0k< " ¸si exista > 0 astfel ˆncˆat F(x) = (f(x0), 0), ceea ce contrazice ipoteza de minim local. Prin urmare, aﬁrmat¸ia de la (i) este demonstrata. Din (i) deducem ca f0(x0), care este un element din X, este ortogonal pe ker(g0(x0)). Dar ker(g0(x0))?=Im(g0(x0)). Pe de alta parte, Im(g0(x0)) este mult¸ime ˆnchisa ﬁindca g0(x0) este surjectiv. De- ducem astfel existent¸a unui element y2Ycu proprietatea f0(x0) =g0(x0)(y) =y(g0(x0)). 3.5 Aplicat¸ii la controlabilitatea sistemelor neliniare Prezentam o aplicat¸ie a Teoremei 3.9 la studiul controlabilitat¸ii sistemelor neliniare. Consideram ecuat¸ia y0(t) =Ay(t) +F y(t) +Bu(t), t 0 (3.12) cu condit¸ia init¸iala y(0) = x. Operatorul liniar A genereaza un semigrup de clasa C0,S(t), t 0, pe spat¸iul BanachX, F este o aplicat¸ie neliniara de laX la X, iar B2L(U, X), U ﬁind un spat¸iu Banach. Presupunem ca F este lipschitziana pe X, astfel ca ecuat¸ia integrala Z0Z0 y(t) =S(t)x +S(ts)F(y(s))ds +S(ts)Bu(s))ds tt 86O. Cˆarja are solut¸ie continua y : [0, T] ! X. Aici T > 0 ¸si u(·)2 L1(0, T; U) sunt ﬁxat¸i. Aceasta funct¸ie se considera drept solut¸ie a ecuat¸iei (3.12) pe [0, T]. In cele ce urmeaza vom lua x = 0 ¸si vom deﬁni funct¸ia : L1(0, T; U) ! X, prin (u) = y(T), unde y(·) este solut¸ia ecuat¸iei Z0Z0 y(t) =S(ts)F(y(s))ds +S(ts)Bu(s)ds, t2 [0, T]. tt Vom presupune ca F este de clasa C1pe X ¸si F(0) = 0. Un calcul direct arata ca, ˆn aceste condit¸ii, funct¸ia este de clasa C1pe L1(0, T; U) ¸si 0 (0)(v) =z(T), unde z(·) este solut¸ia ecuat¸iei liniare z0(t) = (A + F0(0))z(t) +Bv(t),(3.13) cu z(0) = 0. Spunem ca sistemul liniar (3.13) este global controlabil pe [0, T] daca, pentru orice z12X, exista v 2L1(0, T; U) astfel ˆncˆat solut¸ia ecuat¸iei (3.13) cu z(0) = 0 sa veriﬁce z(T) =z1. Corolarul 3.9Presupunem ca F : X ! X este de clasa C1¸si F(0) = 0. Pre- supunem ˆn plus ca sistemul liniar (3.13)este global controlabil pe [0, T]. Atunci, pentru >0, exista r >0ˆncˆat pentru orice x12 X cukx1k < rexista u2 L1(0, T; U)cukuk astfel ˆncˆat solut¸ia ecuat¸iei(3.12)cu y(0) = 0sa veriﬁce y(T) =x1. Altfel spus, daca sistemul liniarizat este global controlabil atunci sistemul init¸ial este local controlabil ˆn jurul originii. Demonstrat¸ia Corolarului 3.9 este imediata daca avem ˆn vedere Teorema 3.9. Capitolul 4 Teoreme de punct ﬁx Teoria punctelor ﬁxe a fost introdusa de Henri Poincar´e ˆn anii 1880. El a aratat ca solut¸iile unor importante probleme analitice pot ﬁ studiate deﬁnindu-se o mult¸ime X¸si o funct¸ie f : X ! X ˆn a¸sa fel ˆncˆat solut¸iile corespund punctelor ﬁxe ale funct¸iei f, adica, punctelor x 2 X pentru care f(x) = x. Teoria punctelor ﬁxe a ˆnceput deci, ca raspuns la nevoile analizei neliniare. Poincar´e a enunt¸at prima teorema de punct ﬁx, ˆntr-o lucrare din 1911, ˆn legatura cu solut¸iile periodice pentru problema celor trei corpuri din mecanica cereasca, teorema ce a fost demonstrata de George D. Birkhoﬀ [16] ˆn 1913. De fapt, analiza neliniara se bazeaza pe doua teoreme de punct ﬁx: •Teorema de punct ﬁx a lui Banach, ˆn cadrul spat¸iilor metrice complete; •Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer, ˆn cadrul mult¸imilor convexe ¸si compacte. Sigur ca exista numeroase variat¸ii sau extensii ale acestora (de exemplu teoremele de punct ﬁx ale lui Schauder, Kakutani, Caristi) ori alte rezultate (de exemplu Teorema lui Ekeland, Inegalitatea lui Ky Fan, Teorema Leray - Schauder) care reprezinta instrumente de baza ˆn studiul unor clase de probleme speciﬁce ale analizei neliniare. In acest capitol ne vom ocupa de cele doua teoreme amintite mai sus precum ¸si de alte rezultate legate de acestea. 87 88O. Cˆarja 4.1 Teorema de punct ﬁx a lui Banach Fie (X, ) un spat¸iu metric. Spunem ca funct¸ia F : X ! X estecontract¸iede constanta 2 (0, 1) daca pentru orice x, y2X avem (F(x), F(y)) (x, y). Problema pe care dorim s-o rezolvam este ecuat¸ia F(x) =x, x2X, utilizˆand metoda iterativa: xn=F(xn), n 0,(4.1) +1 unde x02 X. O solut¸ie a ecuat¸iei de mai sus se nume¸stepunct ﬁx pentru funct¸ia F. Teorema 4.1Fie (X, )un spat¸iu metric complet ¸si F : X ! X o -contract¸ie. Atunci, (i) F are punct ﬁx unic ˆnX, adica, exista un singur elementu2X astfel ˆncˆat F(u) =u; (ii) Pentru ﬁecarex02X ¸sirul (xn)construit iterativ ˆn (4.1) converge la unicul punct ﬁx al funct¸iei F; (iii) Pentru n 0 avem estimarea a priori (xn, u)n(1)1(x1, u) ¸si estimarea a posteriori (xn, u)(1 )1(xn, xn); 1 (iv) Viteza de convergent¸a este data de (xn, u)(xn, u),8n 0; +1 (v) Pentru orice x2X avem (x, u) 1(x, F(x)).(4.2) 1 Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx89 Demonstrat¸ie.Fixam un element arbitrarx2X ¸si consideram ¸sirul dat de (4.1) cu x0=x. Vom arata ca (xn) este ¸sir Cauchy. Pentru k 1 avem (xk, xk) =(F(xk), F(xk))(xk, xk). +111 Aplicarea repetata a acestei inegalitat¸i implica (xk, xk)k(x1, x). +1 Acum, folosind inegalitatea triunghiulara pentru m, n2N, m > n, avem (xm, xn) (m1+m2+· · · + n)(x1, x).(4.3) De aici se obt¸ine u¸sor ca(xm, xn)n(1)1(x1, x), ceea ce arata ca (xn) este ¸sir Cauchy, deci convergent lau2X. Trecˆand la limita ˆn egalitateaxn=F(xn), +1 obt¸inem F(u) = u. Unicitatea este imediata. Facem m ! 1 ˆn (4.3) ¸si obt¸inem estimarea a priori, iar pentru n = 0 obt¸inem (4.2). Pentru estimarea a posteriori, facem m! 1 ˆn inegalitatea (xn, xn) ( + 1+. . . + m)(xn, xn). +m1 Estimarea a priori determina numarul maxim de pa¸si ai iterat¸iei necesari pentru obt¸inerea preciziei dorite, cunoscˆandu-se valoarea init¸iala x0¸si valoarea x1. Esti- marea a posteriori ne permite sa folosim valorile xn¸si xnpentru a determina 1 acuratet¸ea aproximarii xn. Experient¸a arata ca a doua metoda este mai eﬁcienta. Teorema 4.1, numita ¸siprincipiul contract¸iilor, sauTeorema de punct ﬁx a lui Banacha fost demonstrata de Stefan Banach [6] ˆn 1922 ˆn cadrul spat¸iilor nor- mate complete. Ca o lema preliminara pentru demonstrarea teoremei funct¸iilor implicite, Edouard Goursat a enunt¸at ¸si a demonstrat un rezultat similar 20 de ani mai devreme, ˆn 1903 [39], pentru contract¸ii de la o sfera ˆnchisa dinRnˆn ea ˆnsa¸si. Ideea utilizarii aproximat¸iilor succesive ˆn demonstrat¸ie provine de la Joseph Liouville (1830), care a utilizat-o pentru prima data ˆn studiul existent¸ei solut¸iilor ˆn teoria ecuat¸iilor diferent¸iale liniare. Emile Picard a folosit sistem- atic metoda aproximat¸iilor succesive la studiul ecuat¸iilor neliniare, ordinare ¸si cu derivate part¸iale. Primul memoriu al lui Picard dedicat acestei teorii a fost publicat ˆn 1890 [74]. Demonstrat¸ia este constructiva, dˆandu-se un mod precis de aproximare a punc- tului ﬁx. Iata o aplicat¸ie simpla. Fief : R!R o funct¸ie de clasaC1¸siu un punct ﬁx pentru f pentru care|f0(u)| < 1. Se veriﬁca u¸sor ca se ˆndeplinesc condit¸iile Teoremei 4.1 pentru X un interval ˆnchis suﬁcient de mic centrat ˆn u. Deci u se 90O. Cˆarja poate aproxima pornind cu un x0adecvat ¸si considerˆand ¸sirul de iterat¸ii prezentat mai sus. Sunt situat¸ii cˆand printr-o modiﬁcare a funct¸iei se veriﬁca|f0(u)|< 1. De exemplu, ecuat¸ia x3+x 1 = 0 are o singura solut¸ie u, punct ﬁx pentru funct¸ia f(x) = 1x3. Se vede u¸sor ca|f0(u)|> 1. Dar u este punct ﬁx ¸si pentru funct¸ia g(x) = (1/5)(3x + 2 2x3) pentru care|g0(u)|< 1. In situat¸ii practice este necesar sa se aproximeze valorile lui F(xn) din ¸sirul iterat¸iilor. Apare astfel o problema ﬁreasca. Daca se ˆnlocuie¸ste ¸sirul xndeﬁnit prin (4.1) cu (yn) unde y0= x ¸si ynaproximeaza F(yn), ˆn ce condit¸ii avem +1 limnyn= u, punctul ﬁx al lui F? Rezultatul urmator raspunde la aceasta !1 problema ¸si a fost obt¸inut de Alexander M. Ostrowski [72] ˆn 1967. Teorema 4.2Fie (X, ) un spat¸iu metric complet, F : X ! X o -contract¸ie ¸si u2X punctul ﬁx al lui F. Fie ("n)un ¸sir de numere pozitive convergent la 0, ﬁe y02X ¸si presupunem ca ¸sirul (yn)satisface (yn, F(yn))"n8n 1. +1 Atunci limnyn=u. !1 Demonstrat¸ie.Luam y0=x ¸si consideram ¸sirul (xn) dat de (4.1). Avem (xm, ym)(F(xm), F(ym)) +(F(ym), ym) +1+1+1 m Xm (xm, ym) +"mi"i, i=0 m Xm (ym, u)(ym, xm) +(xm, u)i"i+(xm, u). +1+1+1+1+1 i=0 Luam acum " > 0. Exista k2N astfel ˆncˆat pentru mk avem "m". Atunci mkm XmXkXm imkii "i"i+". i=0i=0i=k+1 Obt¸inem m Xm limi"i"(k+1/(1). m!1 i=0 Cum " > 0 este arbitrar iar limm(xm, u) = 0 obt¸inem limmym=u. !1+1!1+1 Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx91 Vezi Problema 6.39 pentru o demonstrat¸ie a Teoremei 4.1 pe baza principiului variat¸ional al lui Ekeland. Sa prezentam un exemplu pentru a ilustra utilitatea principiului contract¸iilor. Consideram ecuat¸ia integrala Volterra Zx u(x) =f(x) +g(x, y)u(y)dy,(4.4) 0 undef ¸sig sunt funct¸ii continue pe [0, a] respectiv [0, a]×[0, a]. Deﬁnim operatorul F: C[0, a]!C[0, a] prin Zx F(u(x)) =f(x) +g(x, y)u(y)dy 0 ¸si observam ca pentru orice u, v2C[0, a] kF(uF(v)k aLkuvk, unde L = sup{|g(x, y)|;x, y2 [0, a]}. Teorema de punct ﬁx a lui Banach se poate astfel aplica pe orice interval pentru care se veriﬁca inegalitatea aL < 1. Aceasta nu e o problema grava ﬁindca, prin metode standard de prelungire, se poate arata existent¸a solut¸iei pe [0, a]. Pe de alta parte, Adam Bielecki ˆn 1956 [15] a descoperit o alta metoda de a remedia problema. El a introdus o noua norma pe C[0, a], kuk= supexp(x)|u(x)|, 0xa echivalenta cu norma uniforma ¸si fat¸a de care F este (L/)-lipschitziana ¸si deci contract¸ie daca este suﬁcient de mare. O alta metoda consta ˆn utilizarea ur- matoarei variante a Teoremei 4.1, aparent mai tare. Vezi demonstrat¸ia Teoremei 4.19. Corolarul 4.1Fie ¸sirul fe funct¸ii Fndeﬁnit inductiv prin F1= F ¸si Fn+1= FFn. Daca exista k 1 astfel ˆncˆat Fkeste contract¸ie, atunci F are punct ﬁx unic. Demonstrat¸ie.Fie u punctul ﬁx pentruFk. Punem ˆn (4.2)x = F(u) ¸si obt¸inem (u, F(u)) (1 )1(Fk(F(u)), F(u)) = 0, ¸si deci F(u) =u. Pentru unicitate, daca y este punct ﬁx pentru F atunci el este punct ﬁx ¸si pentru Fk. Deci y = u. Observat¸ia 4.1Corolarul de mai sus este interesant ¸si prin faptul ca funct¸ia F nu este presupusa nici macar continua. De¸si rezultatul a fost enunt¸at ˆn forma abstracta abia ˆn anii 1960, el se regase¸ste ˆntr-o lucrare a lui Georg Hamel din 1922 privind studiul solut¸iilor periodice pentru ecuat¸ia pendulului. 92O. Cˆarja Urmatoarea teorema da o condit¸ie ˆn care punctul ﬁx al unei contract¸ii depinde continuu de un parametru. Teorema 4.3Fie (X, )¸si (T, r) spat¸ii metrice, X complet. Fie g : X×Y !X continua. Presupunem ca exista 2 (0, 1) astfel ˆncˆat (g(x, t), g(y, t))(x, y) pentru orice t2T ¸si x, y2X. Daca '(t)este unicul punct u pentru care g(u, t) = u, atunci ' este continua de la T la X. Demonstrat¸ie.Fie t02 T ¸si " >0. Continuitatea lui g ˆn ('(t0), t0) implica existent¸a unui > 0 pentru care daca r(t, t0)< atunci (g('(t0), t), g('(t0), t0)) =(g('(t0), '(t0))< "(1 ). Fie r(t1, t0)< . Inegalitatea (4.2) implica ), g('(t0), t1)) ('(t0), '(t1))('(t0< ", 1 ceea ce trebuia demonstrat. O aplicat¸ie interesanta a teoremei de mai sus, utilizata in demonstrat¸ia teoremei de inversare locala, este urmatoarea. Fie X spat¸iu Banach ¸si f : X !X o contract¸ie. Atunci funct¸ia x7!x + f(x) este homeomorﬁsm de la X la X. Vezi Problema 6.38 pentru demonstrat¸ie. Incheiem aceasta sect¸iune cu o exten- sie interesanta obt¸inuta de Renato Caccioppoli [25] ˆn 1930. 1 Presupunem ca exista un ¸sir (cn)astfel ˆncˆatPncn<1¸si =1 (Fn(x), Fn(y)) cn(x, y)8x, y2X. Atunci ¸sirul iterat¸iilor (4.1)converge la unicul punct ﬁx al funct¸iei F. 4.2 Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer Teorema 4.4(Brouwer)FieB sfera unitate ˆnchisa centrata ˆn origine din spat¸iul Rp¸si f : B !B o funct¸ie continua. Atunci exista x2B astfel ˆncˆat f(x) =x. Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx93 Inainte de a demonstra Teorema 4.4, sa observam ca ea se poate extinde la cazul cˆand se ˆnlocuie¸ste B cu orice spat¸iu topologic care este homeomorf cu B. Intr-adevar, ﬁe g : ! B un homeomorﬁsm ¸si ﬁe f : ! o funct¸ie continua. Atuncigfg1este continua peB ¸si ia valori ˆnB. Exista deciy2B astfel ˆncˆat gf g1(y) =y. Evident, x = g1(y) 2 este punct ﬁx pentru f. Situat¸ia cea mai simpla este cˆand este o sfera ˆnchisa dintr-un spat¸iu normat ﬁnit dimensional. Mai general, are loc urmatorul rezultat. Corolarul 4.2Fie o mult¸ime nevida convexa ¸si compacta dintr-un spat¸iu normat ﬁnit dimensional, ¸si f : ! o funct¸ie continua. Atunci exista x2 astfel ˆncˆat f(x) =x. Demonstrat¸ia Corolarului 4.2O prima demonstrat¸ie, pe care o vom schit¸a doar, se bazeaza pe faptul ca o mult¸ime convexa nevida ﬁnit dimensionala (adica dimensiunea varietat¸ii liniare generate de ea este ﬁnita), are interiorul relativ nevid [79, p.237]. Prin urmare, o mult¸ime convexa care are cel put¸in doua elemente distincte este homeomorfa cu o mult¸ime convexa cu interior nevid dintr-un spat¸iu de tipulRpcu p 2N. Deci, o mult¸ime convexa ¸si compacta care nu se reduce la un punct este homeomorfa cu o mult¸ime ˆnchisa convexa marginita ¸si cu interior nevid dinRp. Demonstrat¸ia se ˆncheie pe baza faptului ca ˆntr-un spat¸iu Banach o mult¸ime convexa ˆnchisa marginita ¸si cu interior nevid este homeomorfa cu sfera unitate ˆnchisa centrata ˆn origine [49, p.528]. Vom prezenta ˆn continuare o demonstrat¸ie directa. Fara a restrˆange generali- tatea, putem presupune ca spat¸iul de baza esteRp. Daca este o sfera ˆnchisa, dupa cum am remarcat deja, rezultatul este adevarat. Fier > 0 astfel ˆncˆat B(0, r). Fie P : B(0, r)! deﬁnita prin P (x) = y unde y este unicul punct ˆn cu proprietatea kxyk = inf{kxzk;8z2 }. Este cunoscut ca P este continua (chiar lipschitziana). Deci fP : B(0, r) ! B(0, r) are cel put¸in un punct ﬁx x 2 B(0, r),adica f(P (x)) = x.Avˆand ˆn vedere ca f(P (x))2 , rezulta ca x 2 . Prin urmare, P (x) = x ¸si deci f(x) = x. Demonstrat¸ia Corolarului 4.2 este ˆncheiata. Demonstrat¸ia Teoremei 4.4 se bazeaza pe urmatoarea lema datorata lui Karol Borsuk [20] (1931). 94O. Cˆarja Lema 4.1Fie U = {x 2Rp;kxk = 1}. Nu exista o funct¸ie continua f : B ! U astfel ˆncˆat f(x) =x pentru orice x2U. Demonstrat¸ie.Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista o funct¸ie f cu proprietat¸ile indicate. Prelungim f la o funct¸ie continua f1:Rp!U prin f1(x) = x/kxk pentru oricex cu kxk> 1. Aplicˆand teorema de aproximare a lui Weierstrass, existaf2:Rp!Rpde clasaC1astfel ˆncˆatkf2(x) f1(x)k< 1 pentru oricex cu kxk 2. Consideram funct¸ia f3:Rp!Rpdeﬁnita prin f3(x) = (1'(kxk))f1(x) +'(kxk)f2(x), unde ' : R!R este o funct¸ie de clasa C1veriﬁcˆand condit¸iile 0'(t) 1, '(t) = 18t 3/2, '(t) = 08t 2. Se poate lua de exemplu 2195 '(t) =1t3t2+t 16641616 pentrut2 (3/2, 2). Este u¸sor de vazut caf3este de clasaC1,f3(x) =x/kxk pentru orice x cu kxk 2 ¸si kf3(x)k kf1(x)k '(kxk)· kf2(x) f1(x)k>kf2(x) f1(x)k(1'(kxk)) 0, dacakxk< 2, deoarece 1 =kf1(x)k>kf2(x) f1(x)k. Deﬁnim acum funct¸ia de clasa C1, f4:Rp!Rpprin (2x) f4(x) =f3. kf3(2x)k Se observa cakf4(x)k = 1 pentru orice x2Rp¸si f4(x) =x/kxk pentru orice x cu kxk 1. Este clar ca f4este lipschitziana pe B. Fie L constanta Lipschitz ¸si ﬁe t2 [0, 1/L). Vom arata ˆn continuare ca (I + tf4)B = (1 +t)B,(4.5) unde I este aplicat¸ia identica. Intr-adevar, pentru x2B avem kx + tf4(x)k kxk + tkf4(x)k 1 +t, Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx95 iar pentru x62B avem kx + tf4(x)k = kx + txk = kxk + t > 1 +t. kxk Pe de alta parte, alegerea luit implica faptul catkf0(x)k< 1 pentrux2B ¸si deci 4 I + tf0(x) este izomorﬁsm iar 4 det(I + tf0(x)) > 0 4 pentru x 2 B. Aplicˆand teorema de inversare locala deducem ca mult¸imea (I + tf4)(B) este deschisa ˆn B(0, 1 +t). Ea este ¸si ˆnchisa, ﬁind compacta. Deoarece B(0, 1 +t) este conexa, rezulta egalitatea (4.5). A¸sadar, funct¸iaI + tf4:B(0, 1) ! B(0, 1 +t) este surjectiva. Ea este ¸si injectiva deoarece, daca (I + tf4)(x) = (I + tf4)(y) avem kxyk = tkf4(x) f4(y)k tkkxyk. Avˆand ˆn vedere ca tk < 1, obt¸inem x = y. Folosim acum formula schimbarii de variabila la integrala dinRp¸si deducem ZZZ (1 +t)pdy =dy =dy = BB(0,1+t)(I+tf4)(B) ZZ det(I + tf0(x))dx = tpdetf0(x)dx + Pn(t), 441 BB unde Pn(t) este o funct¸ie polinomiala de grad cel mult n 1. Prin identiﬁcare 1 obt¸inem ZZ detf0(x)dx =dy6= 0.(4.6) 4 BB Pe de alta parte,kf4(x)k2= 1 implica (f0(x))(f4(x)) = 0, unde (f0(x)) 44 este adjunctul operatorului liniar f0(x). Deoarece f4(x) 6= 0 pentru orice x 2Rp, 4 deducem ca detf0(x) = 0 pentru orice x2Rp, ceea ce contrazice (4.6) 4 Demonstrat¸ia Teoremei 4.4Presupunem, prin reducere la absurd, caf(x) 6=x pentru orice x 2 B. Se poate deduce cu u¸surint¸a ca exista o funct¸ie continua h : B ! [1,1) astfel ˆncˆat, funct¸ia deﬁnita prin g(x) =f(x) +h(x)(xf(x)) are proprietatea cakg(x)k = 1 pentru x 2 B. Mai precis, g(x) este punctul unde semidreapta cu originea ˆn f(x) ¸si care cont¸ine x intersecteaza U. Aplicˆand Lema 4.1, presupunerea facuta este falsa. 96O. Cˆarja Observat¸ia 4.2In demonstrat¸ia Lemei 4.1 s-a utilizat teorema de aproximare a lui Weierstrass care este bine cunoscuta ˆn cazul unidimensional. Aici ˆnsa este vorba de funct¸ia f1:Rp!Rpcontinua pe B(0, 2). Este clar ca problema se reduce la aproximarea prin funct¸ii polinomiale ale funct¸iilorg : Rp!R continue peB(0, 2). Rezultatul este adevarat ¸si se bazeaza pe Teorema Stone-Weierstrass [77, p.16]. In cazul unidimensional, demonstrat¸ia teoremei de punct ﬁx a lui Brouwer se poate face pe baza teoremei valorilor intermediare, demonstrata de Bernard Bolzano ˆn 1817: Daca o funct¸ie continua g : [1, 1]!Rare proprietatea ca g(1)g(1)0 atunci exista c2 [1, 1] astfel ˆncˆat g(c) = 0. O proprietate similara are loc ¸si ˆn cazul p-dimensional. Teorema 4.5Fie mult¸imea C = {x = (x1, ..., xp);|xi| 1,8i = 1, ..., p} ¸si o funct¸ie continua g : C !Rp, g = (g1, g2, ..., gp). Presupunem ca gi(x1, ..., xi,1, xi, ..., xp) 0 1+1 ¸si gi(x1, ..., xi, 1, xi, ..., xp) 0, 1+1 pentru orice(x1, x2, ..., xp)2 C ¸si pentru orice i = 1, ..., p.Atunci exista c 2 C astfel ˆncˆat g(c) = 0. Pentru demonstrat¸ie, vezi Problema 6.40. Henri Poincar´e a enunt¸at acest rezul- tat ˆn 1883, pentrug diferent¸iabila, ¸si a publicat o demonstrat¸ie trei ani mai tˆrziu. Faptul ca teorema p-dimensionala a valorilor intermediare este echivalenta cu teo- rema lui Brouwer a fost stabilit de Carlo Miranda abia ˆn 1940 [67]. Sa prezentam o alta demonstrat¸ie pentru Teorema lui Brouwer ˆn cazul 2- dimensional. Enunt¸ul prezentat mai jos este chiar o versiune u¸sor mai tare. Teorema 4.6Fie U = {x2R2;kxk = 1}¸si B = {x2R2;kxk 1}. Fie funct¸ia f : B !R2continua astfel ˆncˆat f(U) B. Atunci f are cel put¸in un punct ﬁx. Demonstrat¸ie.Intr-o prima etapa se arata ca, daca o funct¸ie continuag : U !U este homotopa cu o funct¸ie constanta, atunci exista o funct¸ie continua u : U !R astfel ˆncˆat g(x) = exp(iu(x)) pentru orice x 2 U. Vezi Problema 6.50 pentru Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx97 detalii. Am folosit forma complexa pentru u¸surint¸a scrierii. Precizam ca funct¸iile continue f : X ! Y ¸si g : X ! Y sunt homotope daca exista o funct¸ie continua H : X× [0, 1] !Y astfel ˆncˆat H(x, 0) =f(x) ¸si H(x, 1) =g(x) pe X. In etapa a doua, se arata ca, mult¸imea U nu este contractibila, adica aplicat¸ia identica pe U nu este homotopa cu o funct¸ie constanta pe U. Vezi Problema 6.51. Demonstrat¸ia se ˆncheie observˆand ca, daca f nu are puncte ﬁxe atunci funct¸ia deﬁnita prin (1 H(x, t) =r(x 2tf(x)) daca 0t2 r((2 2t)xf((2 2t)x)) daca1t 1, 2 unde r(x) =x/kxk pentru x6= 0, arata ca funct¸ia identica pe U este homotopa cu funct¸ia constanta r(f(0)) ceea ce contrazice faptul ca U nu este contractibila. Observat¸ia 4.3Sa remarcam ca daca U nu este contractibila atunci se poate demonstra u¸sor ca nu este o retracta a lui B, adica are loc concluzia din Lema 4.1. Intr-adevar, presupunˆand ca exista o funct¸ie continua f : B ! U astfel ˆncˆat f(x) = x pentru orice x 2 U, funct¸ia H : U × [0, 1]! U deﬁnita prin H(x, t) = r((1 t)x) face U contractibila, adica H(x, 0) = x pentru x 2 U ¸si H(x, 1) = 0 pentru x2U. Rezultatul care urmeaza, cunoscut ˆn literatura sub numele de Teorema Perron- Frobenius, este o aplicat¸ie importanta a Teoremei lui Brouwer. Teorema pe care o vom demonstra ˆn cele ce urmeaza aﬁrma ca orice matrice patratica ale carei elemente sunt nenegative are cel put¸in un vector propriu cu componente nenegative corespunzator unei valori proprii nenegative. Precizam ca xinoteaza componenta de rang i a vectorului coloana x2Rn. Teorema 4.7FieA = (aij)o matrice patratica de tipuln×ncu elemente nenega- tive. Atunci exista 0 ¸si un vector nenulx2Rn, cuxi 0 pentrui = 1, 2,· · ·, n, astfel ˆncˆat Ax = x. Demonstrat¸ie.Deﬁnim mult¸imea nevida convexa ¸si compacta (n) X K =x2Rn;xi 08i = 1, 2,· · ·, n,xi= 1. i=1 Daca exista x02K astfel ˆncˆat Ax0= 0, atunci x0¸si = 0 rezolva problema. Consideram acum cazul ˆn care pentru orice x2K avem Ax6= 0. Cum A este cu elemente nenegative, rezulta ca funct¸ia g : K !R, deﬁnita prin n X g(x) =(Ax)i i=1 98O. Cˆarja ia numai valori pozitive. Ca atare, putem deﬁni funct¸ia continua F : K|toRnprin F(x) =1PnAx. i=1(Ax)i Aceasta aplica mult¸imeaK ˆn ea ˆnsa¸si. Pentru aceasta, este suﬁcient sa observam ca (Ax)i 0 pentru orice x2K ¸si ca nn X1X (F(x))i=Pn(Ax)i= 1. i=1k=1(Ax)ki=1 Din Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer, deducem ca exista x 2 K cu F(x) = x. n Ultima egalitate se poate rescrie echivalent sub forma Ax = x cu =Pi(Ax)i, =1 ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Incheiem acest paragraf cu ment¸iunea ca Luitzen Egbertus Jan Brouwer a publicat Teorema 4.4 ˆn anul 1909 ˆn cazul tridimensional, Jacques Hadamard a demonstrat-o ˆn anul urmator ˆn cazul p-dimensional dar pentru funct¸ii diferent¸i- abile. De altfel, Hadamard o nume¸ste deja Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer, ceea ce sugereaza ca rezultatul era deja faimos. Prima demonstrat¸ie pentru cazul general a fost data de Brouwer ˆn 1912 [24]. Demonstrat¸ia lui Brouwer se bazeaza pe teoria gradului topologic, introdusa de el ca o alternativa la teoria indexului, a lui Kronecker, utilizata de altfel de Henri Poincar´e la demonstrarea teoremei p-dimensionale a valorilor intermediare. Faptul ca Lema 4.1 este echivalenta cu Teorema lui Brouwer a fost observat de Karol Borsuk ˆn 1931. Este interesant de precizat ca exista un alt rezultat echivalent cu Teorema lui Brouwer, ¸si foarte apropiat de Lema lui Borsuk, care fusese dat de Piers Bohl ˆn 1904 ¸si demonstrat de el pentru funct¸ii diferent¸iabile: Nu exista o funct¸ie continua f : C !Rp\ {0}cu proprietatea ca f(x) = x pentru x din frontiera lui C, unde C este cubul dinRp, adica mult¸imea deﬁnita ˆn Teorema 4.5. Abia ˆn 1930 rezultatul a fost extins de Juliusz Schauder la cazul spat¸iilor inﬁnit dimensionale. In 1937 John von Neumann iar ˆn 1941 Shizuo Kakutani extind rezultatul la cazul multifunct¸iilor. In sect¸iunile urmatoare vom prezenta aceste extinderi. Sa mai remarcam ca Lema 4.1 are multe demonstrat¸ii, cea prezentata aici apart¸ine lui Konrad Gr¨oger ¸si a fost publicata ˆn 1981 [41]. In sfˆar¸sit, demonstrat¸ia prezentata pentru cazul 2-dimensional (Teorema 4.6) a fost data de Robert F. Brown ˆn 1974 [24]. 4.3 Teorema de punct ﬁx a lui Schauder In spat¸ii inﬁnit dimensionale, Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer nu are loc Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx99 Teorema 4.8(Schauder)Fie K o mult¸ime convexa ¸si compacta ˆntr-un spat¸iu normat X ¸si f : K ! K o funct¸ie continua. Atunci exista x 2 K astfel ˆncˆat f(x) =x. Teorema de punct ﬁx a lui Schauder, enunt¸ata mai sus, este o extensie la spat¸ii normate a Teoremei lui Brouwer. Ea a fost demonstrata ˆn 1927 de Juliusz Schauder pentru spat¸ii Banach cu baza Schauder. Aceasta ipoteza a fost eliminata ˆn 1930 [84]. Trebuie ment¸ionat ca ˆntr-o lucrare publicata ˆn 1922 [17], George Birkhoﬀ ¸si Oliver Kellogg extinsesera Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer pentru funct¸ii continue pe mult¸imi compacte ¸si convexe din spat¸ii de funct¸ii de tipulCk([a, b]) sau L2(a, b). Ei au aplicat teorema lor de punct ﬁx la studiul unor probleme la limita neliniare. De altfel, Schauder a dat ¸si el aplicat¸ii la problema Cauchy pentru ecuat¸ii diferent¸iale ordinare ¸si pentru anumite probleme la limita pentru ecuat¸ii cu derivate part¸iale. In literatura, Teorema lui Schauder apare ¸si ˆn alte variante. Amintim ca o funct¸ief : M !X este compacta daca este continua ¸si mult¸imeaf(E) este relativ compacta pentru orice mult¸ime marginita E M. Daca f este continua ¸si f(M) este relativ compacta atunci f este compacta. Teorema 4.9Fie M o mult¸ime ˆnchisa marginita ¸si convexa a spat¸iului normat X¸si f : M !M o funct¸ie compacta. Atunci exista x2M astfel ˆncˆat f(x) =x. Teorema 4.10Fie A o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ˆn spat¸iul normat X ¸si f o funct¸ie continua de la A la o submult¸ime compacta a lui A. Atunci exista x 2 A astfel ˆncˆat f(x) =x. Sa aratam ca cele trei variante prezentate mai sus sunt echivalente. Presupunem ca este adevarata Teorema 4.8 ¸si ﬁe A ¸si f ca ˆn Teorema 4.10. Avem f(A) A1 (compacta), A1 A. Deci f(A)conv(A1) A. Deoarece A1este com- pacta, rezulta caconv(A1) este compacta [49, p.84]. Aplicˆand Teorema 4.8 pentru K=conv(A1), obt¸inem concluzia. Presupunem acum ca este adevarata Teorema 4.10 ¸si demonstram Teorema 4.9. Fie M ¸si f ca ˆn Teorema 4.9. Funct¸ia f ﬁind compacta ¸si M ﬁind marginita, rezulta caf(M) este compacta. Deoarece M este ˆnchisa,f(A) M.Rezulta deci concluzia Teoremei 4.9. In sfˆar¸sit, daca pre- supunem ca este adevarata Teorema 4.9, Teorema 4.8 rezulta u¸sor avˆand ˆn vedere ca mult¸imile compacte sunt inchise ¸si marginite, iar funct¸iile continue deﬁnite pe mult¸imi compacte sunt compacte. 100O. Cˆarja Demonstrat¸ia Teoremei 4.8 Mult¸imea K ﬁind compacta, pentru ﬁecare n2N exista o 1/n-ret¸ea ﬁnita{S(a; 1/n); a 2 An}, unde Aneste ﬁnita, ¸si cˆate o funct¸ie continua 'n:K !X, astfel ˆncˆat k'n(x) xk< 1/n8x2K. Pentru a demonstra acest fapt, deﬁnim ' : K !X prin P 2A a(x)a '(x) =aP a2A a(x) unde a(x) = 0 dacakxak 1/n ¸si a(x) = 1/n kxak dacakxak 1/n. Sa aratam ca ' este continua ¸si k'(x) xk< 1/n pentru oricex2K. Intr-adevar, sa observam mai ˆntˆai ca pentru oricex2A avem a(x) 0 iar pentru orice x2K avem X a(x) > 0. a2A Continuitatea lui ' rezulta din faptul ca ﬁecare aeste continua. Daca x 2 K atunciP 2A a(x)(ax) '(x) x =aP. a2A a(x) Daca a(x) > 0 atuncikxak< 1/n. Prin urmare P 2A a(x)kaxk k'(x) xkaP< 1/n. a2A a(x) Este clar ca 'n(K) conv(K) =K. Deci fn='nf are proprietatea ca fn(K) K. Avem ˆn plus kfn(x) f(x)k< 1/n,8x2K. Fie acum Xnˆnfa¸suratoarea liniara a mult¸imilor An¸si ﬁe n= K \Xn. Spat¸iul liniarXneste ﬁnit dimensional, neste convexa ¸si compacta ˆnXniarfn: n! n este continua. Din Corolarul 4.2 rezulta ca existaxn2 nastfel ˆncˆatfn(xn) =xn. Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx101 Deoarece (f(xn)) este un ¸sir din mult¸imea compactaK, exista un sub¸sir convergent (f(xk)) la x02K. T¸ inˆand cont de faptul ca n fk(xk) =xk, nnn obt¸inem kxkx0k kfk(xk)f(xk)k + kf(xk)x0k 1/kn+kf(xk)x0k, nnnnnn ceea ce arata caxk!x0. Deoarecef este continua,f(x0) = limf(xk) =x0, ceea nn ce ˆncheie demonstrat¸ia. Observat¸ia 4.4In demonstrat¸ia de mai sus, ˆn locul funct¸iei'nse poate considera funct¸ia de proiect¸iePn:X ! n. Problema care apare este ca aceasta funct¸ie este bine deﬁnita ¸si continua ˆn cazul spat¸iilor strict normate. Amintim ca un spat¸iu normat este strict normat dacakx + yk = kxk + kyk ¸six6= 0 implicay = tx pentru un t 0. Deoarece neste compacta, exista elemente !02 nastfel ˆncˆat kx!0k = inf{kx!k; !2 n}. Avˆand ˆn vedere ca X este strict normat ¸si neste convexa, rezulta unicitatea lui !0. Dar pentru orice spat¸iu normat separabil X, exista o norma echivalenta fat¸a de careX este strict normat. In sfˆar¸sit, condit¸ia de separabilitate nu deranjeaza ˆn problema noastra pentru ca se poate lucra cu ˆnfa¸suratoarea liniara a mult¸imii K ˆn locul lui X, ˆnfa¸suratoare care este spat¸iu separabil deoarece K este compacta. Sa prezentam ˆn continuare cˆateva exemple tipice de operatori compact¸i ˆn spat¸ii Banach inﬁnit dimensionale. Este u¸sor de vazut ca ˆn spat¸ii ﬁnit dimensionale mult¸imea operatorilor compact¸i coincide cu cea a operatorilor continui. Rezultatul central folosit ˆn continuare este Teorema Arzel`a-Ascoli. Teorema 4.11(Arzel`a-Ascoli)O submult¸imeKˆnC([ a, b ]; X), undeX este spa- t¸iu Banach, este relativ compacta daca ¸si numai daca mult¸imeaK este echicontinua pe[ a, b ] ¸si pentru ﬁecare t 2[a, b]sect¸iunea lui K ˆn t, adica mult¸imea K(t) = {f(t); f 2K}, este relativ compacta ˆn X. Rezultatul este adevarat daca mult¸imea K(t)este relativ compacta pentru tˆntr-o mult¸ime densa din [a, b]. In 1889 Cesare Arzel`a [3] a demonstrat necesitatea condit¸iei de compactitate iar ˆn 1882-1883 Guido Ascoli [4] a demonstrat suﬁcient¸a, ambele ˆnC[a, b] =C([ a, b ]; R). Rezultatul are loc ¸si daca ˆn loc de [a, b] avem un spat¸iu compact. In cazulX = R, 102O. Cˆarja condit¸ia ca mult¸imileK(t) sa ﬁe relativ compacte este echivalenta cu marginirea ˆn C[a, b]. Demonstrat¸ia pentru cazul cˆandX este spat¸iu Banach este esent¸ial aceea¸si ca ˆn cazul ˆn careX = R. O submult¸imeS ˆnC(K) esteechicontinua daca pentru orice x2K ¸si orice " > 0 exista o vecinatate Ux,"a lui x astfel ˆncˆat |f(y) f(x)|< " pentru orice f 2S ¸si y2Ux,". Exemplul 4.1Fie funct¸ia continuaK : [a, b]×[a, b]×[R, R] !R, undea, b2R ¸siR > 0. FieM = {x2C[a, b]; kxk R} unde peC[a, b] consideram norma uzuala kxk = sup{|x(t)|;t2 [a, b]}. Operatorii T, S : M !C[a, b] deﬁnit¸i prin ZbZt (T x)(t) =K(t, s, x(s))ds,(Sx)(t) =K(t, s, x(s))ds aa sunt compact¸i. Vom face demonstrat¸ia pentru S. Deoarece mult¸imeaA = [a, b]× [a, b]× [R, R] este compacta,K este marginita ¸si uniform continua pe A. Exista > 0 cu|K(t, s, x)| pentru (t, s, x) 2 A ¸si pentru orice " > 0 exista > 0 astfel ˆncˆat |K(t1, s1, x1)K(t2, s2, x2)|< " pentru (ti, si, xi)2A, i = 1, 2, cu |t1t2| + |s1s2| + |x1x2|< . Deci |(Sx)(t)| (ba) pentru orice t2 [a, b] ¸si |(Sx)(t1) (Sx)(t2)| (ba + )" pentru |t1t2| min{, "}. Folosim Teorema Arzel`a-Ascoli ¸si deducem ca mult¸imea S(M) este relativ com- pacta. Proprietatea de continuitate a operatorului S rezulta prin trecere la limita sub integrala. Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx103 Ca aplicat¸ie, consideram ecuat¸ia integrala neliniara ZbZb x(t) = F(t, s, x(s))ds +G(t, s, x(s))ds.(4.7) aa Consideram A ={(t, s, x); t, s2[a, b],|x| R}, a, b, R >0, ¸si presupunem ca funct¸iile F, G : A !R sunt continue, cu|G(t, s, x)| K|x|ppe A, p > 1, K > 0. Atunci exista 0> 0 astfel ˆncˆat ecuat¸ia (4.7) are solut¸ie continua pe [a, b] pentru ﬁecare cu | | 0. Pentru demonstrat¸ie, se alege r suﬁcient de mic astfel ˆncˆat, notˆand M = {x2C[a, b];kxk R}, sa avemT(M) M, undeT este operatorul deﬁnit prin membrul drept al ecuat¸iei. Compactitatea lui T ¸si Teorema lui Schauder rezolva problema. Exemplul 4.2Fie X spat¸iu Banach, (t0, ) 2R×X, a, b > 0, c2 (0, a] ¸si P= {(t, x) 2R×X; |tt0| a,kxk b}. Presupunem ca f : P ! X este compacta ¸sikf(t, x)k k pentru (t, x)2 P . Operatorul F : M !X, unde M = {x2C([t0c, t0+c]; X); maxkx(t)k b}, t2[t0c,t0+c] deﬁnit prin Zt (F x)(t) = +f(s, x(s))ds t0 este compact. Intr-adevar, mult¸imea F(M) este relativ compacta: k(F x)(t) (F x)(s)k k|ts| pentru t, s2 [t0c, t0+c] iar valorile sunt ˆn mult¸imea compacta + (tt0)conv{f(s, x(s)); s2 [t0c, t0+c]}. Continuitatea este imediata. O aplicat¸ie importanta a acestui fapt esteTeorema lui Peano ˆn spat¸ii Banach. Se considera ecuat¸ia diferent¸iala ˆn spat¸iul Banach X, x0(t) =f(t, x(t)) x(t0) =.(4.8) Rezultatul clasic al lui Peano aﬁrma ca, daca X = Rn¸si f este continua, atunci ecuat¸ia (4.8) are cel put¸in o solut¸ie. In spat¸ii inﬁnit dimensionale rezultatul nu mai este adevarat fara condit¸ii suplimentare asupra lui f. O astfel de condit¸ie este ca fsa ﬁe compacta. 104O. Cˆarja Teorema 4.12In condit¸iile date ˆn Exemplul 4.2, luam c = min{a, b/k}. Atunci ecuat¸ia diferent¸iala (4.8)are solut¸ie pe [t0c, t0+c]. Demonstrat¸ie.Se aplica Teorema de punct ﬁx a lui Schauder operatorului F deﬁnit mai sus. Se constata cu u¸surint¸a ca F(M) M. Exemplul 4.3Fie X ¸si U spat¸ii Banach, S(t), t 0, un semigrup de clasa C0 pe X ¸si B 2 L(U, X). Fixam T >0, notam I = [0, T] ¸si pentru p >1 deﬁnim operatorii FT:Lp(I; X) !X ¸si GT:Lp(I; U) !X prin ZTZT FTx =S(Ts)x(s)ds, GTu =S(Ts)Bu(s)ds. 00 In teorema care urmeaza dam condit¸ii care asigura compactitatea operatorilor FT ¸si GT. Teorema 4.13(i)Daca S(t)este operator compact pentru ﬁecare t >0atunci operatorul FTeste compact. (ii) Daca B este compact atunci operatorul GTeste compact. Demonstrat¸ie.Vom face demonstrat¸ia pentru p = 2, cazul general se adapteaza u¸sor. Sa demonstram (i). Este suﬁcient sa demonstram ca mult¸imea FT(P ) este relativ compacta ˆn X unde P= {x2L2(I; X); kxk }. Notam K = FT(P ), Zt K(t) =S(ts)x(s)ds; x2P,0 < tT 0 ¸si observam ca exista >0 astfel ˆncˆatkS(t)k pentru orice t 2 I. Pentru 0< " < Tdeﬁnim K"=S(")K(T"). DeoareceK(T") este marginita ˆnX ¸siS(") este operator compact, urmeaza ca mult¸imea K"este relativ compacta. Acest fapt, ˆmpreuna cu inegalitatea ZT " p kFTxS(Ts)x(s)dsk " 0 Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx105 arata ca mult¸imea K este total marginita, deci este relativ compacta ˆn X. Sa demonstram acum (ii). Pentru aceasta folosim un rezultat al lui Juliusz Schauder din 1930: Un operator liniar continuu de la un spat¸iu Banach la un spat¸iu Banach este compact daca ¸si numai daca adjunctul lui este compact. Se vede u¸sor ca G:X!L2(I; U) (L2(I; U)) T este dat de G(y) = BS(·)ypentru orice y 2 X. Atragem atent¸ia ca nu iden- T tiﬁcam L2(I; U) cu (L2(I; U)). Idetiﬁcarea este posibila ˆn condit¸ii suplimentare pentru X (de exemplu, reﬂexivitatea). De asemenea, S(t)nu este numaidecˆat semigrup de clasaC0. Totu¸si, funct¸iat7! kBS(t)yk este masurabila ¸si se veriﬁca o inegalitate de tipulkS(t)k M exp(!t), deci operatorul Geste bine deﬁnit. Cititorul poate gasi informat¸ii despre semigrupul adjunct ˆn [95]. Sa aratam deci ca operatorul Gde la Xla L2(I; U), deﬁnit mai sus, este T compact. Observam ˆntˆai ca funct¸ia t 7! BS(t)(cu valori ˆn L(X;U)) este continua ˆn orice punct t 0. Intr-adevar, avem kBS(t)BS(s)k = k(S(t)S(s))Bk care tinde la zero pentru t!s pentru ca lim(S(t)S(s))x = 0 t!s pentru orice x2X, deci pe compacte convergent¸a este uniforma (ˆn particular pe {Bu : kuk 1}). Aratam acum ca mult¸imea J = {Gy; y 2 X,kyk 1} este T relativ compacta ˆn L2(I; U), ceea ce este echivalent cu faptul ca are o "-ret¸ea ﬁnita pentru orice " > 0. Din continuitatea funct¸iei t7!BS(t), exista o divizare 1,· · ·, na intervalului [0, T] astfel ˆncˆat p kBS(t)BS(s)k< "/2T pentru orice t, s2 i, i = 1,· · ·, n. De aici se obt¸ine ca mult¸imea n X J"={j(y) =BS(Tti)y;kyk 1, y2X} i i=1 este o "/2-ret¸ea pentru J, unde ti2isunt puncte ﬁxate. Ramˆane sa gasim o "/2-ret¸ea ﬁnita pentru J". Pentru aceasta, observam ca aplicat¸ia y7!(y) = (BS(Tt1)y,· · ·, BS(Ttn)y) 106O. Cˆarja p de la Xˆn spat¸iul U× · · · ×Ueste compacta. Deci exista o "/2T-ret¸ea ﬁnita a mult¸imii{(y); kyk 1}, ﬁe aceasta(y1),· · ·, (ym). Pentru oricey2X cukyk 1 exista k astfel ˆncˆat p k(y) (yk)k< "/2T , ceea ce implica n!1 Z X2/2 kj(y) j(yk)kL2=kBS(Tti)yBS(Tti)ykkdt< "/2. (I;U) i=1i Prin urmare,{j(yi);i = 1,· · ·, m} este o "-ret¸ea ﬁnita pentru J. Observat¸ia 4.5Se poate demonstra un rezultat mai general. Pentru p > 1, con- sideram operatorii F : Lp(I; X)! C(I; X) ¸si G : Lp(I; U)! C(I; X) deﬁnit¸i prin ZtZt (F x)(t) =S(ts)x(s)ds,(Gu)(t) =S(ts)Bu(s)ds. 00 Daca S(t) este compact pentru orice t > 0 atunci F este compact. Daca B este compact atunciG este compact. Nu vom intra ˆn detalii, doar precizam ca, din cele aratate mai sus, mult¸imile{(F x)(t); x 2 P}sunt relativ compacte ˆn X pentru orice t 2[0, T]. Pentru a ˆncheia demonstrat¸ia, utilizam Teorema Arzel`a-Ascoli, dar mai e nevoie de veriﬁcarea proprietat¸ii de echicontinuitate. Cititorul poate obt¸ine detalii din [95, Teorema 6.2.1]. La fel se procedeaza ¸si pentru G. Vezi ¸si Observat¸ia 4.10. Observat¸ia 4.6O proprietate remarcabila a operatorilor compact¸i V 2L(X, Y ), unde X ¸si Y sunt spat¸ii Banach, iar X este inﬁnit dimensional, este ca nu sunt surjectivi. Intr-adevar, dacaV este surjectiv atunci pe baza principiului aplicat¸iilor deschise, Teorema 3.1, exista > 0 astfel ˆncˆat B(0, 1) V B(0, ). Compactitatea lui V implica compactitatea mult¸imei B(0, 1), ceea ce este imposibil daca X este inﬁnit dimensional. Acest fapt are implicat¸ii la controlabilitatea exacta a sistemelor liniare inﬁnit dimensionale. Vezi Observat¸ia 3.4. O alta implicat¸ie este aceea ca operatorul FTnu este compact pentru p = 1, deoarece este surjectiv pentru orice semigrup S(t). Intr-adevar, avem supkS(t)yk kyk 8y2X, t2[0,T] ceea ce exprima faptul ca adjunctul lui FT: L1(I; X) ! X are invers marginit pe imaginea sa, deci FTeste surjectiv. Vezi ¸si Observat¸ia 3.1. Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx107 O alta aplicat¸ie a Teoremei de punct ﬁx a lui Schauder este urmatorul rezultat, numit Principiul Leray-Schauder. Teorema 4.14Fie X un spat¸iu Banach ¸si T : X ! X un operator compact. Presupunem ca are loc estimarea a priori: exista r > 0 astfel ˆncˆat daca x = tT x cu t2 (0, 1) atuncikxk r. In aceste condit¸ii, T are punct ﬁx. Demonstrat¸ie.Deﬁnim funct¸ia f : B(0, 2r) !B(0, 2r) prin ( f(x) =T xdacakT xk 2r2r T x kT xkdacakT xk> 2r. Aratam ca funct¸ia f este compacta. Este clar ca putem aplica apoi Teorema 4.9 pentru a deduce ca exista x 2 B(0, 2r) astfel ˆncˆat f(x) = x. Intr-adevar, daca kT xk 2r, atunci T x = x. CazulkT xk > 2reste imposibil deoarece ar rezulta f(x) = tT x= x cu t = 2r/kT xk, ceea ce conduce lakxk r, din ipoteza, ¸si lakxk=kf(x)k= 2r, din deﬁnit¸ia lui f. Sa aratam a¸sadar ca funct¸ia f este compacta. Este evident continua. Fie (xn)2 B(0, 2r). Daca exista un sub¸sir (yn) pentru carekT ynk 2r pentru oricen, din compactitatea luiT va exista un sub¸sir (zn) pe care T, ¸si deci f, va converge. Daca exista un sub¸sir (yn) pentru care kT ynk> 2r pentru oricen, atunci exista un sub¸sir (zn) pentru care 1/kT(zn)k !p ¸si T(zn)!y. Prin urmare, f(zn)! 2rpy. Sa observam ca nu se presupune ca ecuat¸iax = tT x are o solut¸ie pentru 0< t < 1. Sa observam, de asemenea, ca estimarea a priori este satisfacuta ˆn cazul ˆn care mult¸imeaT(X) este marginita. Teorema de mai sus a fost demonstrata ˆn 1934 [58] de Jean Leray ¸si Juliusz Schauder. Ea corespunde urmatorului principiu:Estimari a priori conduc la existent¸a.Ca aplicat¸ie, ˆn [58] se dau rezultate de existent¸a pentru problema Dirichlet A11uxx+ 2A12uxy+A22uy= 0 peD, u = g pe Fr(D), y unde Aijsunt funct¸ii de forma Aij=Aij(x, y, u, ux, uy). Pentru a aplica o teorema de punct ﬁx, se considera Aij= Aij(x, y, z, zx, zy) cu z ﬁxat ¸si se obt¸ine o ecuat¸ie liniara ˆn u cu solut¸ia u = T z. Un punct ﬁx pentru T este solut¸ie a problemei neliniare. Pentru a aplica Teorema 4.14 se introduce parametrul t 2(0, 1) prin condit¸ia la frontiera u = tg pe Fr(D), astfel ca problema init¸iala se reduce la rezolvarea ecuat¸iei u = tT u pentru t = 1. Incheiem aceasta sect¸iune cu 108O. Cˆarja Teorema 4.15(Ky Fan)Fie K o mult¸ime convexa ¸si compacta ˆn spat¸iul Banach X¸si f : X×X !Ro funct¸ie care satisface condit¸iile (i)Pentru orice y2K funct¸ia f(·, y) este inferior semicontinua; (ii)Pentru orice x2K funct¸ia f(x,·)este concava; (iii)Pentru orice y2K avem f(y, y) 0. Atunci exista u2K astfel ˆncˆat f(u, y) 0,8y2K. Demonstrat¸ie.Prin reducere la absurd, presupunem ca pentru orice x 2 K exista y 2 K astfel ˆncˆat f(x, y) > 0. Mult¸imea K se poate acoperi cu mult¸imile deschise Dy={x2K; f(x, y) > 0}. Deoarece mult¸imeaK este compacta, ea se poate acoperi cu un numar ﬁnitDy, i = i 1,· · ·, n. Fie{pi, i = 1,· · ·, n} o partit¸ie a unitat¸ii subordonate acestei acoperiri ¸si ﬁe funct¸ia g : K !X deﬁnita prin n X g(x) =pi(x)yi. i=1 Aplicˆand Teorema 4.8, exista v2K astfel ˆncˆat g(v) =v. Din (ii) deducem nn XX f(v, v) =f(v,pi(v)yi)pi(v)f(v, yi). i=1i=1 Este clar ca dacai este astfel ˆncˆatpi(v) > 0 atunciv2Dy¸si decif(v, yi)> 0. Se i contrazice astfel (iii). Observat¸ia 4.7Rezultatul prezentat mai sus, demonstrat ˆn [56] (1972) ¸si cunos- cut ˆn literatura sub numeleInegalitatea lui Ky Fan.poate ﬁ interpretat ca un rezultat de existent¸a pentru o inegalitate variat¸ionala (generalizata). Vezi ¸si Teo- rema 5.11 unde Inegalitatea lui Ky Fan se utilizeaza pentru demonstrat¸ie. Dupa cum s-a vazut, demonstrat¸ia se bazeaza pe Teorema de punct ﬁx a lui Schauder. Este interesant ca ˆn spat¸ii Hilbert se poate demonstra u¸sor ¸si reciproca: Inegali- tatea lui Ky Fan implica Teorema 4.8. Intr-adevar, daca h : K !K este continua atunci funct¸ia deﬁnita prin f(x, y) =hh(x) x, yxi satisface ipotezele din Ine- galitatea lui Ky Fan. Rezulta ca existax2K astfel ˆncˆatf(x, y) 0, pentru orice Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx109 y2K. Se deduce de aici cax este punct ﬁx pentruh. Precizam ca se poate obt¸ine un rezultat aparent mai tare si anume: In condit¸iile (i) ¸si (ii) avem minsupf(x, y) supf(x, x). x2X y2Xx2X Sa prezentam o aplicat¸ie simpla ˆn matematica economica. Consideram un sis- tem economic cun producatori,P1,· · ·, Pn. ProducatorulPifabrica un numaraide produseGicu pret¸ulpipentru ﬁecare. FieDij(p) cererea de catre producatorulPi pentru produsulGj. Dorim sa gasim un sistem rezonabil de pret¸urip = (p1,· · ·, pn), ˆn ipoteza n X piai=pjDij(p), Dii(p) = 0, i = 1,· · ·, n. j=1 Condit¸ia de mai sus spune ca producatorii folosesc toate veniturile ca sa obt¸ina alte produse. Avem urmatorul rezultat: Exista un sistem de pret¸urip > 0 astfel ˆncˆat n X ajDij(p)8j = 1,· · ·, n. i=1 Interpretarea este urmatoarea: exista un sistem de pret¸uri pentru care cererea este mai mica sau egala cu oferta. Pentru demonstrat¸ie, se considera n X X = {p2Rn; p 0,pi= 1} i=1 n X Fj(p) =Dij(p), f(p, q) =hp, F(q)i hp, qi. i=1 Ipoteza pusa asigura ca f(p, p) = 0 pentru orice p 2 X, deci existap2 X cu f(p, q) 0 pentru orice q 2 X. Acest fapt conduce la F(p) a, ceea ce trebuia demonstrat. 4.4 Teoreme de punct ﬁx pentru multifunct¸ii Incepem aceasta sect¸iune cu o generalizare a Teoremei de punct ﬁx a lui Banach. Amintim ca (A, B) = max{supd(x, B), supd(x, A)} x2Ax2B deﬁne¸ste metrica Pompeiu-Hausdorﬀ. 110O. Cˆarja Teorema 4.16FieF : X ;X o multifunct¸ie cu valori nevide ¸si ˆnchise pe spat¸iul metric complet (X, ). Presupunem ca exista 0 < k < 1 astfel ˆncˆat pentru orice x, y2X avem (F(x), F(y)) k(x, y). Atunci F are cel put¸in un punct ﬁx u2X (adica u2F(u)). Demonstrat¸ie.Alegem un r astfel ˆncˆat k < r < 1, luam x02X ¸si apoi alegem x12F(x0) cu (x0, x1)> 0. Avem d(x1, F(x1))(F(x0), F(x1))< r(x0, x1), deci exista x22F(x1) cu (x2, x1)< r(x0, x1). Repetˆand procedeul, determinam un ¸sir (xn) astfel ˆncˆat xn2F(xn), (xn, xn)< rn(x0, x1),8n2N. +1+1 De aici, prin procedeul standard utilizat ˆn demonstrat¸ia Teoremei 4.1, obt¸inem ca ¸sirul (xn) este convergent la un element u 2 X. Sa aratam ca acesta este punctul ﬁx cautat. Intr-adevar, aceasta rezulta din d(xn, F(u)) (F(xn), F(u)) k(xn, u)! 0 +1 ¸si din faptul ca mult¸imea F(u) este ˆnchisa. Teorema de mai sus a fost demonstrata de Sam B. Nadler Jr. ˆn 1969 [70]. Este interesant ca, spre deosebire de cazul funct¸iilor, punctul ﬁx poate sa nu ﬁe unic. Cazul banal este cˆand F este constanta, dar Jean Saint Raymond a demonstrat ˆn 1994 [82] urmatorul rezultat: FieC este o submult¸ime convexa ¸si ˆnchisa a unui spat¸iu BanachX ¸si contract¸ia F: C ; C cu valori ˆnchise. Daca x0este punct ﬁx ¸si F(x0)are cel put¸in doua elemente, atunci exista un punct ﬁx al lui F diferit de x0. Continuam cu Teorema de punct ﬁx a lui Kakutani. Inainte de a da aceasta importanta teorema, sa amintim cˆateva lucruri despre ¸sirurile generalizate. Pentru detalii se poate consulta [79, p.225]. Daca pe I este deﬁnita o preordine (relat¸ie reﬂexiva ¸si tranzitiva) atunci, spunem caI este dirijata daca pentrui1, i22I exista i32I ˆncˆati1i3¸sii2i3. Un¸sir generalizat ˆnX este o funct¸ie de la o mult¸ime dirijata de indici laX. Se noteaza (xi)isau doar (xi). S¸irurile generalizate se mai 2I numesc ¸siruri Moore-Smith dupa numele celor care le-au introdus ˆn 1922: Eliakim H. Moore ¸si Henry L. Smith [69]. Teoria generala a limitelor dezvoltata de Moore ¸si Smith a fost facuta independent ¸si de Mauro Picone ˆntr-o carte care a aparut anul Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx111 urmator [75]. Termenul englezesc este ”net” utilizat pentru prima data de John L. Kelley ˆn 1950. Un elementx02X este punct limita pentru ¸sirul (xi), daca pentru ﬁecare vecinatateV a luix0¸si pentru ﬁecarei2I existaj 2I cu ij astfel ˆncˆat xj2V . Amintim urmatorul rezultat: O mult¸ime K este compacta daca ¸si numai daca ﬁecare ¸sir generalizat din K are un punct limita ˆn K. Teorema 4.17Fie K o mult¸ime convexa ¸si compacta dintr-un spat¸iu local convex separat X. Fie F : K ; K o multifunct¸ie superior semicontinua cu valori nevide ˆnchise ¸si convexe. Atunci exista x02K astfel ˆncˆat x02F(x0). Demonstrat¸ie.Fie{Vi;i 2 I}un sistem fundamental de vecinatat¸i deschise convexe echilibrate ¸si absorbante pentru originea lui X. Pentru i ﬁxat, deoarece Keste compacta, exista J(i), mult¸ime ﬁnita, ¸si xij, j2 J(i) astfel ˆncˆat familia {xij+Vi;j 2J(i)} este o acoperire deschisa a lui K. Fie{pij;j 2J(i)} o partit¸ie a unitat¸ii subordonate ei, ¸si ﬁe funct¸ia fi:K !X deﬁnita prin X fi(x) =pij(x)yij, j2J(i) unde yijeste un element oarecare ˆn F(xij). Mult¸imea Ki= conv{yij;j 2J(i)} este convexa ¸si compacta ˆn spat¸iul ﬁnit dimensional generat de{yij;j 2 J(i)}, fi este continua, fi(Ki) Ki, ¸si deci, aplicˆand Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer, exista xi2 Kicu fi(xi) = xi. Se obt¸ine astfel un ¸sir generalizat (xi)i, unde 2I pe I introducem ordinea i j daca Vj Vi. Din proprietat¸ile sistemului de vecinatat¸i, rezulta u¸sor ca I este dirijata. Deoarece mult¸imea K este compacta, ¸sirul generalizat (xi) are un punct limitax02K. Vom arata ca acesta este punctul ﬁx cautat. Prin reducere la absurd, presupunem cax062F(x0). Aplicam o teorema de separare a mult¸imilor convexe prin hiperplane [79, p.111], [101, p.24] ¸si deducem ca exista o mult¸ime convexa ¸si deschisa W , cu W F(x0) ¸si x062 W . Se aplica acum proprietatea de semicontinuitate a multifunct¸iei F ¸si deducem ca exista V , vecinatate a luix0, astfel ˆncˆatF(x) W pentrux2V . Se poate evident luaV ¸si cu proprietatea V\W = ;. Mai departe, V x0este vecinatate a originii ¸si deci exista i2I astfel ˆncˆat Vi+ViV x0. 112O. Cˆarja Folosim acum proprietatea ca x0este punct limita pentru ¸sirul (xi) ¸si deducem ca exista j i (prin urmare VjVi) cu xj2x0+Vi. Deci xj+Vjx0+Vi+ViV. Ret¸inem deci ca exista j 2 I cu xj+Vj V . Vom arata ca xj2 W , ceea ce este fals. Intr-adevar, avem X xj=fj(xj) =fj(xj)yj2W 2J(j) deoarece, daca fj(xj)> 0, atunci xj2xj+Vj, deci xj2V ¸si deci yj2W iar Weste convexa. Demonstrat¸ia este terminata. Shizuo Kakutani a demonstrat acest rezultat ˆn 1941 ˆn cazul ﬁnit dimensional [48]. Trebuie ment¸ionat ˆnsa ca o versiune echivalenta cu cea a lui Kakutani fusese obt¸inuta ˆn 1937 de John von Neumann [97] (vezi Problema 6.45). In cazul spat¸iilor local convexe ea a fost obt¸inuta independent ˆn 1952 de Ky Fan [55] ¸si Irving L. Glicksberg [38]. Demonstrat¸ia lui Glicksberg se bazeaza pe rezultatul lui Kakutani. Ment¸ionam ca Glicksberg pune ipoteza ca multifunct¸iaF sa aiba graﬁc ˆnchis ceea ce, ˆn condit¸iile date, este echivalenta cu semicontinuitatea superioara (vezi Capi- tolul 2). Ment¸ionam de asemenea ca Frederic Bohnenblust ¸si Samuel Karlin [19] (1950) demonstreaza o varianta a acestei teoreme ˆn spat¸ii Banach. Toate aceste rezultate sunt cazuri particulare ale unei teoreme obt¸inute de Edward G. Begle [14] ˆn 1950, ˆntr-un cadru mai general, chiar neconvex. Corolarul 4.3(Bohnenblust ¸si Karlin)FieM o mult¸ime nevida ˆnchisa ¸si convexa ˆn spat¸iul Banach X, F : M ;M o multifunct¸ie superior semicontinua cu valori nevide ˆnchise ¸si convexe ¸si F(M) relativ compacta. Atunci F are punct ﬁx. Demonstrat¸ia este imediata daca aplicam Teorema 4.17 mult¸imii K =convF(M) M. In cazul cˆand F este funct¸ie, se regase¸ste Teorema de punct ﬁx a lui Tikhonov publicata ˆn 1935 [91]. Corolarul 4.4(Tikhonov)Fief : K !K o funct¸ie continua, undeK este nevida compacta ¸si convexa ˆntr-un spat¸iu local convex separat. Atunci f are punct ﬁx. CˆandK este submult¸ime a unui spat¸iu Banach, rezultatul apart¸ine lui Schauder, obt¸inut ˆn 1930 [84] (vezi Teorema 4.9). Este interesant de ment¸ionat ca Schauder obt¸ine ˆn 1927 [83] o varianta apropiata de cazul local convex ¸si anume Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx113 Corolarul 4.5FieX un spat¸iu Banach reﬂexiv ¸si separabil, ﬁeM X o mult¸ime nevida convexa ˆnchisa ¸si marginita ¸si ﬁe f : M ! M o funct¸ie slab secvent¸ial continua. Atunci f are punct ﬁx. Demonstrat¸ia se poate face aplicˆand Corolarul 4.4 cˆand X este ˆnzestrat cu topologia slaba. In acest cadru M este slab compacta, topologia slaba pe M este metrizabila iar f este continua. Prezentam acum un rezultat, al lui Felix E. Browder din 1968 [23], util la demon- strarea existent¸ei solut¸iilor unor inegalitat¸i variat¸ionale (Problema 6.48) sau ˆn prob- leme de minimax (Teorema 5.13). Teorema 4.18(Browder)Fie K o mult¸ime nevida compacta ¸si convexa a unui spat¸iu liniar topologic X ¸si ﬁe F : K ; K o multifunct¸ie cu valori nevide ¸si convexe. Presupunem ca F1(y) este deschisa ˆn K pentru orice y2K. Atunci F are punct ﬁx. Demonstrat¸ie.Deoarece mult¸imeaK este compacta, existay1, y2,· · ·, ynpuncte ˆn K astfel ˆncˆat familia{F1(yi), i = 1, 2,· · ·, n} este o acoperire pentru K. Fie {pi;i = 1, 2,· · ·, n} o partit¸ie a unitat¸ii subordonate ei, K0= conv{y1, y2. . . , yn} ¸si n X f(x) =pi(x)yi, x2K0. i=1 Funct¸ia f este continua, f(K0) K0, deci putem aplica Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer ˆn spat¸iul ﬁnit dimensional generat de y1, y2· · ·, yn. Fie x02K0astfel ˆncˆat f(x0) = x0. Vom arata ca x02 F(x0) dovedind ca f(x)2 F(x) pentru x2K0. Intr-adevar, dacapi(x) > 0 atuncix2F1(yi), deciyi2F(x). CumF(x) este convexa rezulta ca f(x) 2F(x), ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Observat¸ia 4.8Demonstrat¸ia teoremei de mai sus poate face apel ¸si la Teorema de punct ﬁx a lui Schauder. Mai precis, funct¸iaf este de fapt o select¸ie continua a lui F, select¸ie ce ˆndepline¸ste condit¸iile Teoremei lui Schauder. 114O. Cˆarja 4.5 Ecuat¸ii semiliniare ˆn spat¸ii Banach In acest paragraf vom prezenta rezultate de existent¸a pentru ecuat¸ii semiliniare ˆn spat¸ii inﬁnit dimensionale, folosind teoreme de punct ﬁx. Fie X un spat¸iu Banach, A generatorul unui semigrup de clasa C0pe X, notat S(t), t 0, ¸si funct¸ia f : X !X. Consideram ecuat¸ia diferent¸iala y0(t) =Ay(t) +f(y(t)), y(0) =x.(4.9) O funct¸ie y 2 C(I; X), unde I = [0, T], se nume¸cte solut¸ie continua (pe scurt, solut¸ie) a ecuat¸iei (4.9) daca y satisface ecuat¸ia integrala Zt y(t) =S(t)x +S(ts)f(y(s))ds, t2I. 0 Teorema 4.19Daca f este lipschitziana pe X atunci, pentru orice x2X ¸si orice T > 0, ecuat¸ia (4.9) are solut¸ie unica pe [0, T]. Demonstrat¸ie.Fixam x2X ¸si T > 0, notam I = [0, T] ¸si deﬁnim operatorul F pe C(I, X) prin Zt (F y)(t) =S(t)x +S(ts)f(y(s))ds.(4.10) 0 Pentru y, z2C(I; X) ¸si t2I, deﬁnim t(y, z) = supky(s) z(s)k. s2[0,t] Fie L constanta Lipschitz pentru f ¸si K o constanta pentru care are loc supkS(t)k K. t2I Este u¸sor de veriﬁcat ca, pentru n2N ¸si t2I, avem (LKt)n t(Fny, Fnz)t(y, z). n! De aici rezulta ca, pentru n suﬁcient de mare, Fneste o contract¸ie. Din Corolarul 4.1 rezulta ca F are punct ﬁx unic ˆn C(I, X), care este unica solut¸ie a ecuat¸iei (4.9). Cap. 4 Teoreme de punct ﬁx115 Observat¸ia 4.9Deoarece T este arbitrar, solut¸ia poate ﬁ continuata pe [0,1). Ment¸ionam ca, utilizand aceea¸si tehnica de demonstrat¸ie, se pot obt¸ine variante mai generale. De exemplu, daca f este lipschitziana pe mult¸imi marginite, atunci se obt¸ine solut¸ie locala. De asemenea, se poate considera f depinzand ¸si de t (continuu), sau se poate perturba ecuat¸ia (4.9) cu o funct¸ie g2L1([0,1), X). loc In cazul ˆn care X este reﬂexiv ¸si x2D(A), solut¸ia data de Teorema 4.19 este clasica. Teorema 4.20Fie X spat¸iu Banach reﬂexiv, f lipschitziana pe X, x 2 D(A), T > 0 ¸si y 2 C([0, T]; X) o solut¸ie a ecuat¸iei (4.9). Atunci y 2 C([0, T]; D(A)) \ C1([0, T]; X) ¸si y0(t) =Ay(t) +f(y(t))pentru orice t2 [0, T]. Demonstrat¸ie.Nu vom intra ˆn detalii ci vom prezenta doar etapele importante. Se veriﬁca mai ˆntˆai ca y : [0, T] ! X este lipschiziana ¸si deci f u : [0, T] ! X este lipschiziana. Rezulta ca f u2W1,1([0, T]; X) ceea ce conduce la concluzie. Pentru detalii se poate consulta [95, cap.6] sau [26]. Revenind la Teorema 4.19, ipoteza ca f este lipschitziana poate ﬁ slabita, daca se impune o ipoteza mai tare asupra semigrupului. Mai precis, daca S(t) este semigrup compact, adica daca operatorul S(t) este compact pentru orice t >0, atunci se poate aplica teorema de punct ﬁx a lui Schauder operatorului F deﬁnit mai sus. Teorema 4.21Presupunem ca A genereaza un semigrup compact iar f este con- tinua ¸si marginita pe mult¸imi marginite. Atunci, pentru ﬁecare x2X, exista T > astfel ˆncˆat ecuat¸ia (4.9)are o solut¸ie y2C([0, T]; X). Demonstrat¸ie.Din ipoteza, exista >0 astfel ˆncˆatkf()k pentru 2 B(x, 1). In plus, din proprietat¸ile semigrupului, exista > 0 astfel ˆncˆatkS(t)x xk< 1/2 pentru oricet2 [0, ], ¸si exista 1 astfel ˆncˆatkS(t)k pentru orice t2 [0, ]. Deﬁnim T = min{, 1/2}, I = [0, T] ¸si M = {y2C(I; X); y(t)2B(x, 1),8t2 [0, T]}. Este imediat caM este submult¸ime ˆnchisa marginita ¸si convexa a spat¸iuluiC(I; X). Deﬁnim operatorulF peM prin (4.10) ¸si observam caF(M) M iar F este funct¸ie continua. Pentru a arata ca F are punct ﬁx, utilizam Teorema 4.10. Mai avem de aratat ca F(M) este relativ compacta ˆn C(I; X). Vom utiliza Teorema Arzel`a- Ascoli. Pentru aceasta, notam K = F(M) ¸si K(t) ={(F y)(t); y 2 M} ¸si aratam 116O. Cˆarja ca ﬁecare K(t) pentru t 2 I este relativ compacta ˆn X, iar K este echicontinua. Vezi Teorema 4.11. DeoareceK(0) ={x}, este suﬁcient sa consideram cazult > 0. Pentru 0< " < tT, deﬁnim K"(t) =S(t)x + S(")K(t"). Deoarece K(t") este marginita ˆn X ¸si S(") este operator compact, urmeaza ca mult¸imea K"(t) este relativ compacta pentru t2 (", T]. Acest fapt, ˆmpreuna cu inegalitatea Zt " k(F y)(t)S(t)xS(ts)f(y(s))dsk M K", 0 arata ca pentrut > 0 mult¸imeaK(t) este total marginita, deci este relativ compacta ˆn X. Pentru echicontinuitate observam mai ˆntˆai ca, pentru t > >0, h >0 ¸si y2M avem Zt (F y)(t + h) (F y)(t) =S(t)(S(h)xx) +(S(t + hs) S(ts))f(y(s))ds+ 0 ZtZt +h (S(t + hs) S(ts))f(y(s))ds +S(t + hs)f(y(s))ds. tt De aici se deduce Zt k(F y)(t + h) (F y)(t)k kS(h)xxk +kS(t + hs) S(ts)kds+ 0 2 + h, pentru orice y2M. In plus, k(F y)(h) (F y)(0)k kS(h)xxk + h,8y2M. Ultimele doua inegalitat¸i, impreuna cu aﬁrmat¸ia (vezi [95]): Daca S(t)este un semigrup compact atuncikS(·)keste funct¸ie continua pe (0,1), arata ca mult¸imeaF(M) este echicontinua ¸si astfel demonstrat¸ia este terminata. Observat¸ia 4.10Demonstrat¸ia de mai sus arata, ˆn particular, ca operatorulx7! P (x) de la Lp(0, T; X) ˆn C([0, T]; X), p > 1, deﬁnit prin Zt P (x)(t) =S(ts)x(s) ds 0 este compact. Capitolul 5 Probleme de optimizare 5.1 Principiul Brezis - Browder Prezentam ˆn aceasta sect¸iune un rezultat remarcabil, pe de o parte prin simpli- tatea enunt¸ului ¸si elegant¸a demonstrat¸iei, iar pe de alta parte prin multitudinea ¸si diversitatea aplicat¸iilor. Acest rezultat, numit ˆn cele ce urmeaza Principiul Brezis- Browder, a fost publicat ˆn 1976 de Ha¨m Brezis ¸si Felix Browder [21]. Este un principiu de ordonare, de obt¸inere a elementelor maximale cu anumite proprietat¸i, similar cu lema lui Zorn. Farmecul acestui rezultat consta ˆn aceea ca nu se bazeaza pe Axioma alegerii ci pe o axioma mai slaba,Axioma alegerii dependente, utilizata frecvent ˆn matematica. De asemenea, Principiul Brezis-Browder are o interpretare ﬁzica interesanta legata de principiul entropiei din termodinamica. Vezi comentari- ile ce urmeaza dupa demonstrat¸ia Teoremei 5.1. Sa prezentam cˆateva observat¸ii privind Axioma Alegerii. Axioma alegerii.DacaFeste o familie de submult¸imi nevide ale luiX, atunci exista o funct¸ie f : F !X cu proprietatea ca f(A) 2A pentru orice A2 F. Pentru a ˆnt¸elege mai bine sensul acestei axiome, sa consideram exemplul clasic al lui Bertrand Russell, undeFeste o mult¸ime de perechi de pantoﬁ,{Ai;i 2 I}. Funct¸ia [ f : F !Ai, f(Ai) = pantoful stˆang al perechiiAi, i2I selecteaza evident un pantof din ﬁecare pereche, printr-un procedeu bine determi- nat. Daca ˆnsaFeste o mult¸ime de perechi de ciorapi, atunci nu putem deﬁni o funct¸ie f : F ! [Aicare sa selecteze un ciorap din ﬁecare pereche, f(Ai)2 Ai, 117 118O. Cˆarja printr-un procedeu dat, deoarece o pereche de ciorapi este formata din doua obiecte identice. Se poate demonstra ca o astfel de funct¸ie de select¸ie exista atunci cˆand Feste ﬁnita, printr-un argument inductiv. Dar ˆn matematica ne putem imagina mult¸imi inﬁnite de perechi, ¸si ˆn acel caz avem nevoie de Axioma alegerii care sa garanteze existent¸a unei funct¸ii de select¸ie. Axioma alegerii este echivalenta cu Lema lui ZornDacaX este o mult¸ime part¸ial ordonata astfel ˆncˆat orice lant¸ ˆn X este majorat, atunci X cont¸ine cel put¸in un element maximal. Axioma alegerii este de asemenea echivalenta cu Teorema lui ZermeloData o mult¸ime X, exista o relat¸ie binara pe X fat¸a de care X este bine ordonata. Amintim ca o relat¸ie binara pe o mult¸imeX, notata “ ”, se nume¸stepreordine daca este reﬂexiva ¸si tranzitiva. Mult¸imea X se nume¸stepart¸ial ordonatadaca exista o preordine pe X care este ¸si antisimetrica, adica ab, ba =) a = b. O mult¸ime part¸ial ordonata X se nume¸stebine ordonata daca ﬁecare submult¸ime nevida a sa are un prim element, adica pentru ﬁecareA6=;, AX, existaa02A satisfacˆand condit¸ia a0 a pentru orice a 2 A. Lema lui Zorn este echivalenta ¸si cu varianta ˆn care relat¸ia binara este doar preordine. Axioma alegerii ¸si echivalentele sale amintite mai sus sunt utile la demon- strarea unor rezultate fundamentale cum sunt teorema Hahn-Banach de prelun- gire a funct¸ionalelor liniare, teorema de existent¸a a bazelor algebrice pentru spat¸ii liniare, teorema lui Tikhonov privind compactitatea spat¸iului produs, teorema de existent¸a a partit¸iei unitat¸ii ˆn spat¸ii paracompacte (vezi Capitolul 1), teorema de existent¸a a mult¸imilor de numere reale care nu sunt Lebesgue masurabile ¸si multe altele. Chiar ˆnainte de a ﬁ formulata precis de Ernst Zermelo, Axioma alegerii a fost utilizata ˆn mod mascat ˆn matematica clasica ¸si ˆn special ˆn analiza. Este interesant de subliniat ca, dupa cum s-a observat ulterior, multe din aceste aplicat¸ii clasice pot ﬁ justiﬁcate doar pe baza unor axiome mai slabe, de exemplu, Axioma alegerii dependente sau Axioma alegerii numarabile. Axioma alegerii dependenteFie R o relat¸ie binara pe o mult¸ime nevida A, cu proprietatea ca pentru ﬁecarex2Amult¸imea{y2A; xRy}este nevida. Atunci, pentru ﬁecare 2Aexista un ¸sir (xn)n, de elemente ale luiA, astfel ˆncˆatx1= 2N ¸si xnRxnpentru orice n2N. +1 Aceasta axioma permite obt¸inerea unui ¸sir ˆn care ﬁecare element este dependent de precedentul. De altfel, aceasta se folose¸ste destul de frecvent ˆn rat¸ionamente ˆn care se pune ˆn evident¸a un ¸sir (xn) dupa ce am pus ˆn evident¸a, inductiv, Cap. 5 Probleme de optimizare119 xnpentru ﬁecare n. Vezi, de exemplu, demonstrat¸ia Teoremei lui Ces`aro de la ¸siruri de numere reale [78, p.56]. De asemenea, aceasta axioma se utilizeaza ˆn demonstrat¸ia Teoremei lui Baire, Teorema 3.4. Mai mult, ˆn 1977 Charles E. Blair [18] a demonstrat ca Teorema lui Baire implica Axioma alegerii dependente. Axioma alegerii dependente este mai slaba decˆat Axioma alegerii [36]. Axioma alegerii numarabileDacaF= {Fn;n 2N}este o familie numa- rabila de submult¸imi nevide ale lui X, atunci exista un ¸sir (xn)cu proprietatea ca xn2Fnpentru orice n2N. Aceasta axioma este suﬁcienta pentru demonstrat¸ia faptului ca o reuniune numa- rabila de mult¸imi numarabile este numarabila sau ˆn teorema de caracterizare cu ¸siruri a punctelor de acumulare. In cele ce urmeaza, X este o mult¸ime pe care s-a deﬁnit o preordine “ ”. Teorema 5.1(Brezis - Browder)Fie(X,)o mult¸ime part¸ial ordonata ¸si S : X!R[ {1}o funct¸ie. Presupunem urmatoarele ipoteze: (i) Fiecare ¸sir crescator (xn)ˆn X, cu proprietatea ca ¸sirul (S(xn))este strict crescator, este majorat; (ii) Funct¸ia S este monoton crescatoare. Atunci, pentru ﬁecare element x02 X existax2 X astfel ˆncˆat x0x¸si S(x) =S(x) pentru orice x cu proprietateaxx . Demonstrat¸ie.Intr-o prima etapa, presupunem ca funct¸ia S este majorata. Consideram un element ﬁxat x02 X ¸si construim inductiv un ¸sir crescator (xn) astfel: daca xneste determinat, consideram Xn={x2X; xnx} ¸si n= sup{S(x); x2Xn}. Daca xnveriﬁca concluzia, atunci demonstrat¸ia se ˆncheie. Daca nu, atunci n> S(xn) ¸si deci putem determina xnastfel ˆncˆat xnxn¸si +1+1 nS(xn) S(xn)> n.(5.1) +1 2 Am construit astfel un ¸sir (aici se folose¸ste Axioma alegerii dependente) crescator (xn) care are proprietatea ca ¸sirul (S(xn)) este strict crescator. Datorita condit¸iei (i), el este majorat, adica existax2X astfel ˆncˆat xnx pentru orice n. Aratam ca acesta este elementul cautat ˆn enunt¸. Prin reducere la absurd, presupunem ca 120O. Cˆarja exista y 2X astfel ˆncˆatxy ¸si S(x) < S(y). Pe de alta parte ¸sirul (S(xn)) este crescator ¸si marginit (deoarece am presupus ca funct¸iaS este majorata) ¸si deci este convergent. Mai mult, limS(xn)S(x) n!1 ¸si y2Xnpentru orice n. Avem deci nS(y). Folosim acum (5.1) ¸si deducem 2S(xn)S(xn)nS(y),8n2N. +1 Trecˆand la limita cu n ! 1 obt¸inem S(x) S(y), ceea ce este absurd. Demon- strat¸ia este ˆncheiata ˆn cazul cˆand funct¸ia S este majorata. Consideram acum cazul general ¸si luam funct¸ia S1:X ! (/2, /2], S1(x) = arctanS(x). Funct¸ia S1este crescatoare ¸si majorata, deci exista un elementx2 X care satisface concluzia teoremei cu S1ˆn loc de S. Dar arctanS(x) = arctanS(x) =) S(x) =S(x), ceea ce demonstreaza concluzia ˆn cazul general. Sa facem cˆateva comentarii asupra acestui rezultat. In varianta prezentata ˆn [21], funct¸ia S se presupune cu valori reale, chiar majorata. De asemenea, ipoteza (i) este mai tare ¸si anume: (i0)Fiecare ¸sir crescator ˆn X este majorat. Extinderea, ˆn ambele direct¸ii, apart¸ine lui Corneliu Ursescu. Ipoteza (i) este veriﬁcata, de exemplu, daca mult¸imea S(X) este ﬁnita. Precizam ca posibilitatea ca funct¸iaS sa ﬁe nemarginita este utila atunci cˆand se discuta existent¸a solut¸iilor saturate la sisteme diferent¸iale. Vezi Corolarul 5.1. Sa prezentam acum o interpretare a Principiului Brezis-Browder ˆn termodi- namica. Din legea a doua a termodinamicii rezulta ca ﬁecare sistem ˆnchis are entropia S o funct¸ie crescatoare ˆn timp. Starile cu entropie maxima corespund starilor cu echilibru stabil. Sa introducem ˆn mult¸imea starilor sistemului o relat¸ie de ordine astfel: xy ˆnseamna ca sistemul poate trece de la starea x la starea y dupa un anumit timp. Un ¸sir crescator ˆnseamna o posibila evolut¸ie ˆn timp a sis- temului. Concluzia teoremei asigura tocmai existent¸a unei stari de echilibru stabil x. Daca sistemul este ˆn x atunci entropia S nu mai cre¸ste. Cap. 5 Probleme de optimizare121 5.2 Aplicat¸ii ale Principiului Brezis-Browder la incluziuni diferent¸iale Prezentam mai ˆntˆai o aplicat¸ie a Teoremei Brezis - Browder la existent¸a solut¸iilor maximale pentru incluziuni diferent¸iale. De obicei, aceste rezultate se obt¸in ˆn literatura folosind Lema lui Zorn care este echivalenta cu Axioma alegerii. Aici vom folosi Teorema Brezis - Browder ¸si deci numai Axioma alegerii dependente. Fie incluziunea diferent¸iala x0(s) 2F(x(s)) (5.2) undeF : D;V este o multifunct¸ie cu valori nevide ¸siD este o submult¸ime nevida a spat¸iului ﬁnit dimensional V . Prinsolut¸ie a incluziunii diferent¸iale (5.2) ˆnt¸elegem o funct¸ie absolut continua x : [0, a)! V care veriﬁca (5.2) pentru aproape tot¸i s 2 [0, a) ¸si x(s) 2 D pentru orices2 [0, a). O solut¸ie estesaturata daca nu exista o alta solut¸iey : [0, b)!V a lui (5.2) cu proprietatea ca a < b ¸si x sa ﬁe egala cu restrict¸ia lui y la [0, a). Demonstam mai ˆntˆai urmatoarea propozit¸ie. Propozit¸ia 5.1FieX o familie de solut¸iix : [0, a)!V ale incluziunii diferent¸iale (5.2), ﬁe S : X !R[ {1}funct¸ia data prin S(x) = a ¸si ﬁe “ ” preordinea pe Xdata prin xy daca ¸si numai daca S(x) S(y) ¸si x coincide cu restrict¸ia lui y la [0, S(x)). Presupunem ˆn plus ca ﬁecare ¸sir crescator ˆn X este majorat. Atunci ﬁecare element al lui X este majorat de un element maximal al lui X. Demonstrat¸ie.Sa observam mai ˆntˆai ca funct¸iaS este crescatoare. Putem aplica Teorema 5.1 ¸si deducem ca pentru ﬁecare x2X exista y2X astfel ˆncˆat xy ¸si S(y) = S(z) pentru z 2 X cu y z. Deoarece y = z atunci cˆand S(y) = S(z) ¸si yz, urmeaza ca y este maximal ˆn X. Corolarul 5.1Orice solut¸ie a incluziunii diferent¸iale (5.2) este restrict¸ia unei so- lut¸ii saturate. Demonstrat¸ie.Notam cu X mult¸imea tuturor solut¸iilor x : [0, ) ! V pentru (5.2) ¸si aplicam Propozit¸ia 5.1. Sa remarcam ca un element y este maximal ˆn X daca ¸si numai daca este solut¸ie saturata pentru (5.2). Demonstrat¸ia existent¸ei solut¸iilor saturate ˆn maniera prezentata mai sus apare pentru prima data ˆn [27]. Trebuie subliniat faptul ca nu este esent¸ial ca X sa ﬁe 122O. Cˆarja ﬁnit dimensional. Important este sa avem un concept de solut¸ie pentru incluziunea diferent¸iala considerata. Vezi, de exemplu, incluziunea diferent¸iala semiliniara (5.3) ˆn spat¸ii Banach. Prezentam acum o alta demonstrat¸ie a teoremei de viabilitate folosind Principiul Brezis-Browder. Vom considera o incluziune diferent¸iala semiliniara ˆn spat¸ii Ba- nach. Ne vom ocupa doar de demonstrarea faptului caD este domeniu de viabilitate ˆn ipoteza ca este ˆndeplinita condit¸ia de tangent¸a. Vezi ¸si 2.10. Fie X un spat¸iu Banach, A : D(A) X !X generatorul inﬁnitesimal al unui semigrup de clasaC0,S(t) :X !X, t 0, D o submult¸ime a luiX ¸siF : D;X o multifunct¸ie cu valori nevide ˆnchise convexe ¸si marginite. Consideram incluziunea diferent¸iala semiliniara du dt(t)2Au(t) +F(u(t)) t 0 (5.3) ¸si condit¸ia init¸iala u(0) =.(5.4) Funct¸ia u : [ 0, T ]! D este osolut¸ie continuapentru (5.3) ¸si (5.4) daca exista f2L1([ 0, T ]; X), cu f(t)2F(u(t)) a.p.t. t2 (0, T) ¸si astfel ˆncˆat Zt u(t) =S(t) +S(ts)f(s) ds 0 pentru t2 [ 0, T ]. Sa consideram urmatoarea condit¸ie de tangent¸a (CT ):Pentru ﬁecare 2D exista y 2F(), un ¸sir (tn)descrescator la 0 ¸si un ¸sir (pn)convergent la 0 astfel ˆncˆat S(tn) + tn(y + pn)2D pentru ﬁecare n2N. Sa observam ca ˆn cazul ˆn care A = 0, (CT ) se reduce la condit¸ia de tangent¸a ce apare ˆn Teorema 2.10. In plus, ea este echivalenta cu urmatoarea condit¸ie de tangent¸a modiﬁcata. (CT M):Pentru ﬁecare 2 D exista y 2 F(), un ¸sir (tn)descrescator la 0 ¸si un ¸sir (pn)convergent la 0 astfel ˆncˆat Zt n S(tn) +S(tns)y ds + tnpn2D 0 pentru ﬁecare n2N. Urmatoarea propozit¸ie reprezinta un rezultat de existent¸a a solut¸iilor “aproxi- mative” pentru (5.3) satisfacˆand (5.4). Cap. 5 Probleme de optimizare123 Propozit¸ia 5.2Fie X un spat¸iu Banach real, D o mult¸ime nevida ¸si local ˆnchisa din X, F : D ;X o multifunct¸ie local marginita ¸si cu valori nevide, A : D(A) X! X generatorul inﬁnitesimal al unui semigrup de clasa C0, S(t) : X ! X, t0. Daca D satisface condit¸ia de tangent¸a(CT )atunci pentru ﬁecare 2 D exista r >0, T >0¸si K >0astfel ˆncˆat mult¸imea D\B(, r)este ˆnchisa ¸si pentru ﬁecare n 2N¸si ﬁecare vecinatate V = B(0, 1/n)a originii exista cinci funct¸ii masurabile f : [ 0, T ]! X, g : [ 0, T ]! X, : [ 0, T ]![ 0, T ], : {(t, s); 0s < tT} ! [ 0, T ] ¸si u : [ 0, T ] !X satisfacˆand (i) s1(s) s,u((s)) 2D\B(, r) ¸sif(s) 2F(u((s))), a.p.t. s2 [ 0, T ] n (ii)kf(s)k K a.p.t. s2 [ 0, T ] (iii) u(T) 2D\B(, r) (iv) g(s)2 V a.p.t. s 2[ 0, T ], (t, s) t pentru0 s < t T ¸si funct¸ia t7!(t, s) este neexpansiva pe (s, T ] ¸si ZtZt u(t) =S(t) +S(ts)f(s) ds +S((t, s))g(s) ds(5.5) 00 pentru ﬁecare t2 [ 0, T ]. Demonstrat¸ie.Sa luam 2D arbitrar ¸si sa alegemr > 0, T > 0, ¸siK > 0 astfel ˆncˆat D\B(, r) este ˆnchisa ¸si kyk K(5.6) pentru ﬁecare x2D\B(, r) ¸si y2F(x) ¸si supkS(t)k + T M e!T(K + 1)r,(5.7) 0tT undeM > 0 ¸si! 0 sunt astfel ˆncˆatkS(t)k M e!tpentru ﬁecaret 0. Aceasta este posibil deoareceD este ˆnchisa,F este local marginita ¸siS(t) :X !X, t 0, este un semigrup de clasa C0. Fie n 2N¸si ﬁe V = B(0, 1/n). Incepem prin a deﬁni funct¸iile f, g, , ¸si u pe un interval suﬁcient de mic [ 0, ] ¸si apoi vom arata cum se extind la ˆntregul interval [ 0, T ]. Avˆand ˆn vedere condit¸ia de tangent¸a modiﬁcata (CT M), exista y2F(), > 0 and p2V , depinzˆand de n ¸si satisfacˆand Z S() +S(s)y ds + p2D. 0 124O. Cˆarja Sa deﬁnim u : [ 0, ] !X prin Zt u(t) =S(t) +S(ts)y ds + tp(5.8) 0 pentru ﬁecare t2 [ 0, ]. Sa remarcam ca, deoarece Zt limS(t) +S(ts)y ds + tp = t#00 uniform pentru p 2 X cu kpk 1 ¸si y 2 X cu kyk K, putem alege 2 (0,1], n destul de mic ˆncˆat u, y ¸si p sa satisfaca urmatoarele relat¸ii (j) y2F(u(0)) (jj)kyk K (jjj) u() 2D\B(, r) (jv) p2V . Punˆandf(s) =y, g(s) =p, (s) = 0 ¸si(t, s) = 0 pentrus2 [ 0, ] ¸si 0s < t, din (j) (jv) ¸si (5.8), deducem u¸sor ca (f, g, , , u) satisfac (i) (iv) ¸si (5.5) cu T ˆnlocuit cu . In continuare, aratam ca pentru ﬁecare n 2Nexista cel put¸in o cvintupla (f, g, , , u) a carui domeniu se noteaza cu D(T), unde, pentru a2R+ D(a) = [ 0, a ] × [ 0, a ] × [ 0, a ] × {(t, s); 0s < ta} × [ 0, a ], satisfacˆand (i) (iv) ¸si (5.5). Pentru aceasta vom folosi Teorema Brezis-Browder. FieUmult¸imea acelor (f, g, , , u) deﬁnite pe D(a) cu aT ¸si satisfacˆand (i) (iv) ¸si (5.5) pe [ 0, a ]. Aceasta mult¸ime este nevida deoarece u deﬁnit de (5.8) apart¸ine luiU. PeUintroducem o ordine part¸iala ˆn modul urmator. Spunem ca (fu, gu, u, u, u) deﬁnit pe D(a) ¸si (fv, gv, v, v, v) deﬁnit pe D(b) satisfac (fu, gu, u, u, u) (fv, gv, v, v, v) daca a b, fu(s) = fv(s), gu(s) = gv(s), u(s) = v(s) a.p.t. s 2[ 0, a ] ¸si u(t, s) = v(t, s) pentru 0 s < t a. Fie de asemenea funct¸ia crescatoare S : U !R[ {1} deﬁnita prin S((f, g, , , u)) =a. Fie L = {(fi, gi, i, i, ui) :D(ai)!X×X× [ 0, ai]× [ 0, ai]×X; i2N} Cap. 5 Probleme de optimizare125 un ¸sir crescator ˆnU. Deﬁnim un majorant al luiL astfel. Punem a:= sup{ai; i2N}. Daca a= aipentru un i 2N, (fi, gi, i, i, ui) este clar un majorant pentruL. Daca ai< apentru ﬁecare i2N, deﬁnim f(s) =fi(s), g(s) =gi(s), (s) =i(s) pentru i2N ¸si a.p.t. s2 [ 0, ai] ¸si 8 >>i (t, s) daca 0s < tai< a < (t, s) = >> :lim(a, s) daca 0s < a< t = a. iiii Observam acum ca (f, g, , , u), undef, g, ¸si sunt deﬁnit¸i ca mai sus iaru este dat de (5.5), satisface (i), (ii) ¸si (iv). Mai mult, deoarece pentru ﬁecares2 [ 0, a), funct¸iat7!(t, s) este neexpansiva pe (s, a] ¸sif, g2L1([ 0, a];X), un argument simplu pe baza Teoremei lui Lebesgue [77] arata cau este continua pe [ 0, a]. Deci exista limui(ai) =u=u(a) (5.9) i ˆn X. Deoarece din (iii), ui(ai)2D\B(, r) pentru ﬁecare i2N, iar D\B(, r) este ˆnchisa, din (5.9) deducem ca u satisface (iii). In plus (fi, gi, i, i, ui) (f, g, , , u) pentru ﬁecare i 2N ¸si astfelUsatisface ipotezele Teoremei 5.1. Fie (f, g, , , u) ˆnUcu domeniul D(a) care satisface concluzia Teoremei 5.1. Sa aratam ca a = T. Pentru aceasta presupunem prin absurd ca a < T¸si ﬁe a=u(a) care apart¸ine lui D\B(, r). Din (i), (ii), (iii), (iv), (5.5), (5.6) ¸si (5.7) obt¸inem ZaZa kak kS(a)k +kS(as)f(s)kds +kS((a, s))g(s)kds 00 supkS(t)k + aM e!a(K + M0)< r. 0ta Din condit¸ia de tangent¸a combinata cu inegalitatea de mai sus deducem ca exista ya2F(a), a2 (0,1] cu a + aT ¸si pa2V astfel ˆncˆat n Za S(a)a+S(as)yads + apa2D\B(, r).(5.10) 0 126O. Cˆarja Deﬁnim˜f, ˜g, ˜ ¸si˜ pe [ 0, a + a] ˆn modul urmator: ( ˜f(t) daca t2 [ 0, a ] f(t) = yadaca t2 [ a, a + a], ( ˜g(t) =g(t) daca t2 [ 0, a ] padaca t2 [ a, a + a], ( ˜(t) =(t) daca t2 [ 0, a ] adaca t2 [ a, a + a], 8 ><(t, s) daca 0s < ta ˜ (t, s) =ta + (a, s) daca 0s < a < ta + a >: 0 daca as < ta + a ¸si ZtZt ˜u(t) =S(t) +S(ts)˜f(s) ds +S(˜(t, s))˜g(s) ds 00 pentru t 2[ 0, a + a]. Pentru a obt¸ine o contradict¸ie e suﬁcient sa aratam ca (˜f , ˜g, ˜,˜, ˜u) 2 U. Este clar ca˜f, ˜g, ˜,˜ ¸si ˜u satisfac (i), (ii), (iv) ¸si (5.5). Pentru a arata (iii), sa observam mai ˆntˆai ca Zt ˜u(t) =S(ta)a+S(ts)yads + (ta)pa a pentrut2 [ a, a + a] ¸si deci ˜u(a + a)2D. In plus, din (5.10), (i), (ii), (iv), (5.6), ¸si (5.7), obt¸inem ZtZt k˜u(t)k kS(t)k +kS(ts)˜f(s)kds +kS(˜(t, s))˜g(s)kds 00 supkS(t)k + T M e!T(K + M0)r 0tT pentru ﬁecare t 2[ 0, a + a] ¸si deci ˜u(a + a)2 B(, r). Obt¸inem ca (iii) este satisfacuta ¸si deci (˜f , ˜g, ˜,˜, ˜u) 2 U. Este clar ca (f, g, , , u) (˜f , ˜g, ˜,˜, ˜u) ¸si S((f, g, , , u)) < S((˜f , ˜g, ˜,˜, ˜u)) ceea ce este ˆn contradict¸ie cu (iii) din Teorema 5.1. Suntem ˆn masura sa prezentam acum un rezultat de viabilitate pentru incluzi- unea diferent¸iala (5.3). Cap. 5 Probleme de optimizare127 Teorema 5.2Fie X un spat¸iu Banach reﬂexiv, D o mult¸ime nevida local ˆnchisa ˆn X ¸si F : D ; X o multifunct¸ie cu valori ˆnchise convexe care este tare-slab superior semicontinua ¸si local marginita. Fie A : D(A) X ! X generatorul inﬁnitezimal al unui semigrup compact de clasa C0, S(t) :X !X, t 0. Atunci, o condit¸ie suﬁcienta caD sa ﬁe domeniu de viabilitate pentru (5.3) este condit¸ia de tangent¸a (CT ). Demonstrat¸ie.Fie V = {B(0,1); n2N} un sistem fundamental de vecinatat¸i n ale originii pentru topologia tare a lui X. In baza Propozit¸iei 5.2, pentru ﬁecare 2D existar > 0, T > 0, K > 0 astfel ˆncˆatD\B(, r) este ˆnchisa ˆnX ¸si pentru ﬁecaren2Nexista cel put¸in o solut¸ie aproximativa (fn, gn, n, n, un) deﬁnita pe D(T), unde Vn=B(0,1), satisfacˆand n (l) s1(s) s, un(n(s)) 2 D\B(, r) ¸si fn(s) 2 F(un(n(s))), a.p.t. n n s2 [ 0, T ] (ll)kfn(s)k K a.p.t. s2 [ 0, T ] (lll) un(T) 2D\B(, r) (lv) gn(s) 2 Vna.p.t. s 2 [ 0, T ], n(t, s) t pentru 0 s < t T ¸si funct¸ia t7!n(t, s) este neexpansiva pe (s, T ] ¸si ZtZt un(t) =S(t) +S(ts)fn(s) ds +S(n(t, s))gn(s) ds(5.11) 00 pentru ﬁecare t2 [ 0, T ]. Sa remarcam ca (5.11) poate ﬁ rescrisa ˆn forma ZtZt un(t)S(n(t, s))gn(s) ds = S(t) +S(ts)fn(s) ds(5.12) 00 pentru ﬁecaren2N¸sit2 [ 0, T ]. Din (ll) avem ca{fn; n2N} este marginit ˆn L1([ 0, T ]; X). Deoarece semigrupul S(t) : X ! X, t 0, este compact, din [94, p.47] urmeaza ca exista u2C([ 0, T ]; X) astfel ˆncˆat, cel put¸in pe un sub¸sir, avem Zt limun(t)S(n(t, s))gn(s) ds=u(t) n 0 uniform pentru t 2 [ 0, T ]. Pe de alta parte, din (lv), avem ca gn(s) 2 Vnpentru ﬁecare n2N¸si a.p.t. s2 [ 0, T ]. Astfel Zt limS(n(t, s))gn(s) ds = 0 n 0 128O. Cˆarja uniform pentru t2 [ 0, T ] ¸si deci, limun(t) =u(t) n uniform pentru t2 [ 0, T ]. Avˆand ˆn vedere ca, din (l), limn(t) = 0 n uniform pentru t2 [ 0, T ], urmeaza u¸sor ca limun(n(t)) =u(t) n uniform pentrut2 [ 0, T ] ¸si deci, din (l), u(t)2D\B(, r) pentru ﬁecaret2 [ 0, T ]. Sa observam ca exista f 2L2([ 0, T ]; X) astfel ˆncˆat, cel put¸in pe un sub¸sir, limfn=f n slab ˆnL2([ 0, T ]; X). Din Teorema 2.9 deducem caf(t)2F(u(t)) a.p.t. t2 [ 0, T ]. Trecˆand la limita ˆn ambii membri ai egalitat¸ii (5.12) pentrun! 1 deducem cau este solut¸ie slaba pentru (5.3) ¸si (5.4) ¸si aceasta completeaza demonstrat¸ia. Teorema 5.2 a fost demonstrata ˆn [28] folosind Lema lui Zorn. Prezentam ˆn continuare o aplicat¸ie interesanta ˆn teoria semigrupurilor. Propozit¸ia 5.3Fie X un spat¸iu Banach, S(t), t 0,un semigrup de clasa C0pe X¸si DX o mult¸ime ˆnchisa. Presupunem condit¸ia lim inf1d(S(t)x, D) = 0,8x2D. t!1 t Atunci S(t)x2D pentru orice x2D ¸si t 0. Demonstrat¸ie.Daca X este reﬂexiv, se aplica Teorema 5.2. In cazul general, se poate da o demonstrat¸ie directa folosind Principiul Brezis-Browder. Vezi Problema 6.64. Cap. 5 Probleme de optimizare129 5.3 Principiul variat¸ional al lui Ekeland In continuare, vom deduce din Teorema Brezis-Browder un rezultat fundamental din Analiza funct¸ionala neliniara ¸si anume Principiul variat¸ional al lui Ekeland [35]. Teorema 5.3Fie (X, )un spat¸iu metric complet ¸si f : X !R[ {1}o funct¸ie inferior semicontinua, marginita inferior, cu proprietatea ca exista x 2 X astfel ˆncˆat f(x) 6=1. Pentru " > 0 ﬁe x02X cu proprietatea f(x0)< inff(x) +". x2X Fie > 0.Atunci, existax2X cu urmatoarele proprietat¸i: (a)f(x) f(x0); (b)(x, x0) ; (c)f(x) > f(x) "(x, x),pentrux6=x. Demonstrat¸ie.Fara a restrˆange generalitatea vom considera = 1 (altfel schimbam metrica). Deﬁnim pe X ordinea: xy () f(x) "(x, y) f(y), ¸si aplicam Teorema 5.1 cu S =f. Se veriﬁca u¸sor proprietat¸ile de preordine pentru relat¸ia “ ” deﬁnita mai sus. De asemenea funct¸ia S este crescatoare. Sa aratam ca orice ¸sir crescator este majorat. Fie (xn) un ¸sir crescator. Pentrunm avem f(xn)f(xm) " (xn, xm).(5.13) Prin urmare, ¸sirul (f(xn)) este descrescator ¸si minorat, deci este convergent. Din (5.13) obt¸inem ca (xn) este ¸sir Cauchy, deci convergent. Vom arata ca limita sa, notata y, este un majorant pentru (xn). Aceasta rezulta din relat¸ia (5.13) facˆand m! 1 ¸si t¸inˆand seama ca f este inferior semicontinua, deci limf(xm)f(y). m!1 Obt¸inem f(xn)f(y) " (xn, y), ceea ce arata ca xn y,pentru orice n. A¸sadar, putem aplica Teorema 5.1 ¸si deducem ca, pentru orice x02X existax2X astfel ˆncˆat f(x0)"(x0,x) f(x) (5.14) 130O. Cˆarja ¸si f(x) "(x, x) f(x) =)f(x) =f(x).(5.15) Din (5.15) deducem x6=x =)f(x) > f(x) "(x,x).(5.16) Intr-adevar, presupunˆand contrariul, din (5.15) obt¸inemf(x) =f(x), apoi(x,x) 0 ¸si deci x =x. A¸sadar, am demonstrat ca ˆn condit¸iile teoremei, pentru orice x02 X exista x2 X care veriﬁca (5.14) ¸si (5.15). Dar (5.15) este tocmai (c), (5.14) implica imediat (a), iar daca pe x0ˆl alegem ca ˆn enunt¸, din (5.14) avem "(x0,x) f(x0)f(x) f(x0) inff(x) < " x2X ¸si deci (b). Teorema este astfel complet demonstrata. Rezultatul prezentat mai sus, demonstrat de Ivar Ekeland ˆn 1974 [35], s-a dovedit extrem de util ˆn numeroase domenii: teoria optimizarii, teoria controlului optimal, teoreme de punct ﬁx, analiza globala. Iata o interpretare foarte simpla ˆn teoria optimizarii. Pentru existent¸a unui punct de minim al unei funct¸ionalef exista rezultate de tip Teorema lui Weierstrass (vezi Sect¸iunea care urmeaza). Daca acestea nu funct¸ioneaza atunci se cauta solut¸ii aproximative. Teorema 5.3 ofera astfel de solut¸ii. Mai precis,x dat de Teorema 5.3 este punct de minim pentru funct¸ia perturbata x7!f(x) +"(x, x). Condit¸ia (b) localizeaza acest punct. Este clar ca exista un balans: daca este mic atunci se ¸stie mai bine pozit¸ia luixdar perturbarea este mai mare. Situat¸ia de p mijloc ar ﬁ =". Sa observam ca existent¸a punctului x0din enunt¸ul Teoremei 5.3 este asigurata ˆntotdeauna de caracterizarea inﬁmumului deci putem sa renunt¸am la ea, ˆn schimb pierdem informat¸ia de la concluzie. Avem deci Corolarul 5.2Fie X ¸si f ca ˆn Teorema 5.3. Atunci, pentru orice " > 0 exista x2X cu proprietat¸ile (i) f(x) infxf(x) +"; 2X (ii) f(x) f(x) "(x,x),8x2X. Cap. 5 Probleme de optimizare131 Corolarul 5.3FieX spat¸iu Banach ¸sif diferent¸iabila Gateaux, inferior semicon- tinua ¸si marginita inferior. Atunci, pentru orice" > 0 existax2X cu proprietat¸ile (i) f(x) infxf(x) +"; 2X (iii)kf0(x)k ". Demonstrat¸ie.Aplicam Corolarul 5.2 ¸si obt¸inemx care veriﬁca (i) ¸si apoi luam ˆn (ii) x =x + t y unde y este arbitrar ˆn X ¸si t > 0. Obt¸inem f(x + t y) f(x) t "kyk. Trecem la limita cu t ! 0 ¸si obt¸inem f0(x)(y) "kyk pentru orice y 2 X, deci |f0(x)(y)| "kyk, ceea ce conduce la (iii). Observat¸ia 5.1Dacax este punct de minim pentruf atunci (i) ¸si (iii) se veriﬁca pentru " = 0.Dar ˆn absent¸a punctelor de minim putem sa determinam puncte care “aproape minimizeaza” f ¸si “aproape satisfac condit¸ia necesara”. Mai precis, condit¸iile f(x) = infxf(x) ¸si f0(x) = 0 sunt satisfacute cu oricˆata acuratet¸e 2X dorim. Sa mai observam ca din (i) ¸si (iii) rezulta existent¸a unui ¸sir minimizant (xn), adica f(xn)! infxf(x), cu proprietatea f0(xn)! 0. Acest fapt arata ca 2X urmatoarea condit¸ie de tipPalais - Smale asigura existent¸a punctelor de minim. (PS)Daca f0(xn)! 0 iar ¸sirul (f(xn))este marginit atunci ¸sirul (xn)are un sub¸sir convergent. Intr-adevar, din condit¸ia (PS) rezulta ca un sub¸sir al lui (xn) converge lax02X iar din continuitatea lui f urmeaza f(x0) = infxf(x). 2X Incheiem aceasta sect¸iune cu o aplicat¸ie a Teoremei lui Ekeland in teoria punctelor ﬁxe. Mai precis, vom prezenta o extindere a teoremei contract¸iilor a lui Banach. Fie deci (X, ) un spat¸iu metric complet ¸si f : X ! X o funct¸ie. Celebrul principiu al contract¸iilor aﬁrma ca daca exista un numar "2 (0, 1) astfel ˆncˆat (f(x), f(y)) "(x, y),8x, y2X,(5.17) atunci f are un punct ﬁx unic (Teorema 4.1). O funct¸ie care veriﬁca (5.17) cu "2 (0, 1) se nume¸ste contract¸ie. Sa introducem o not¸iune mai slaba ¸si anume cea de contract¸ie direct¸ionala. Pentru aceasta, sa precizam ca ˆntr-un spat¸iu metric (X, ), pentrux, y2X deﬁnim segmentul deschis ]x, y[ ca ﬁind mult¸imea punctelor z2X distincte de x ¸si y care au proprietatea 132O. Cˆarja (x, z) +(z, y) =(x, y). Spunem ca o funct¸ie f : X !X este contract¸ie direct¸ionala daca este continua ¸si exista"2 (0, 1) cu urmatoarea proprietate: dacax2X este astfel ˆncˆatf(x) 6=x atunci exista y ˆn ]x, f(x)[ astfel ˆncˆat (f(x), f(y)) (x, y)". Este clar ca ˆntr-un spat¸iu metricconvex, adica un spat¸iu metric cu proprietatea ca segmentul deschis ]x, y[ cu x 6= y este nevid, orice contract¸ie este o contract¸ie direct¸ionala. Iata un exemplu de contract¸ie direct¸ionala care nu este contract¸ie. In spat¸iulR2cu metrica ((x1, y1), (x2, y2)) =|x1x2| + |y1y2|, luam funct¸ia f(x, y) =3xy, x +y. 233 Vezi Problema 6.65. Teorema 5.4Intr-un spat¸iu metric complet, orice contract¸ie direct¸ionala are cel put¸in un punct ﬁx. Demonstrat¸ie.Fie (X, ) un spat¸iu metric complet ¸si f : X ! X o contract¸ie direct¸ionala. Deﬁnim F : X !R prin F(x) =(x, f(x)) ¸si observam ca F este continua ¸si marginita inferior. Ideea este de a gasi un punct x care sa minimizeze F ¸si mai mult F(x) = 0. Este clar ca acel x va ﬁ punct ﬁx pentru f. Lipsa unor condit¸ii de compactitate este o problema pentru atingerea unui punct de minim. Tocmai aici intervine Teorema lui Ekeland. Teorema 5.3 asigura existent¸a unui punct x cu proprietatea ca pentru orice y2X avem (y, f(y)) (x, f(x)) 1"(x, y). 2 Dacax = f(x) atunci demonstrat¸ia se ˆncheie. Daca nu, deoarecef este contract¸ie direct¸ionala, exista y6=x care satisface Cap. 5 Probleme de optimizare133 (x, y) +(y, f(x)) =(x, f(x)) ¸si (f(x), f(y)) "(x, y). Avem 0"(x, y) (f(x), f(y)) "(x, y) (f(y), y) +(y, f(x)) = (" 1)(y, x) (f(y), y) +(x, f(x)) " 1(x, y). 2 Cum " < 1, obt¸inem x = y. Contradict¸ia la care am ajuns ˆncheie demonstrat¸ia. 5.4 Probleme de extrem. Metode directe ˆn calculul variat¸iilor Problematica studiata ˆn aceasta sect¸iune porne¸ste de la doua rezultate clasice ale analizei matematice, ¸si anume: Teorema lui WeierstrassO funct¸ie continua f : [a, b]!R,1 < a < b <1, are un minim ¸si un maxim pe [a, b]. Teorema lui FermatDaca c 2int I este un punct de extrem pentru funct¸ia f : I !R¸si f este derivabila ˆn c, atunci f0(c) = 0. Teorema lui Weierstrass se poate extinde la cazul f : M !R cu M o mult¸ime compacta dintr-un spact¸iu topologic (separat Hausdorﬀ). In particular, daca X este spat¸iu liniar ﬁnit dimensional,M poate ﬁ marginita ¸si ˆnchisa. In spat¸ii inﬁnit dimensionale, rezultatul nu mai este adevarat pentru mult¸imi marginite ¸si ˆnchise (acestea neﬁind numaidecˆat compacte). Acest fapt se supline¸ste prin condit¸ii de continuitate mai tare. Pe de alta parte, se observa ca pentru existent¸a punctului de minim semicontinuitatea inferioara este suﬁcienta. Pornind de la aceste observat¸ii, vom prezenta ˆn aceasta sect¸iune o serie de rezultate privind existent¸a punctelor de minim, numite ˆn literaturametode directe ˆn calculul variat¸iilor. Este evident ca ne putem limita doar la probleme legate de puncte de minim, pentru cele de maxim considerˆandu-se funct¸iaf. Sa ne oprim acum asupra teoremei lui Fermat. In esent¸a, aceasta spune ca daca feste derivabila pe o mult¸ime deschisa dinR, atunci punctele de minim din acea mult¸ime sunt solut¸ii ale ecuat¸iei f0(x) = 0, 134O. Cˆarja numita de Joseph Louis Lagrangeecuat¸ia lui Euler. Acest rezultat se extinde u¸sor la cazul spat¸iilor Banach, derivabilitatea ˆnlocuindu-se cu diferent¸iabilitatea Gateaux. In acest mod, obt¸inem o metoda importanta de rezolvare a ecuat¸iilor de tip Euler, rezolvˆand probleme de minim. Aceasta metoda provine de la Leonhard Euler (1744). In 1766 el introduce termenulcalculul variat¸iilor. In acest context, principiul lui Dirichletare un rol fundamental. Acest principiu aﬁrma existent¸a unei solut¸ii a problemei de minim (problema lui Dirichlet): Z min(u2+u2)dxdy, u = g pe Fr(D), xy D care este implicit solut¸ie a problemei la limita pentru ecuat¸ia lui Laplace ˆn plan: uxx+uy= 0 pe D, u = g pe Fr(D), y ¸si care reprezinta ecuat¸ia lui Euler pentru problema de minim a lui Dirichlet. Principiul lui Dirichlet, numit astfel de Bernhard Riemann ˆn 1857, a fost criticat de Karl Weierstrass (1870) pe motivul ca problema existent¸ei punctelor de minim nu este rezolvata. Weierstrass a dat un exemplu de problema variat¸ionala care nu are solut¸ie (are inﬁmum dar acesta nu se atinge). Vezi Problema 6.53. Limitele acestei abordari constau ˆn faptul ca spat¸iul de funct¸ii pe care se considera problema de minim,C1(D), este prea restrˆans ¸si sarac ˆn proprietat¸i care, dupa cum vom vedea ˆn continuare, sunt esent¸iale ˆn studiul problemelor variat¸ionale. De exemplu, nu este reﬂexiv. Aceste limite au fost sesizate de David Hilbert care, ˆntr-o faimoasa conferint¸a prezentata la Congresul mondial al matematicienilor de la Paris din 1900, a aﬁrmat important¸a principiului lui Dirichlet ˆn rezolvarea problemelor la limita, dar a sugerat ideea generalizarii conceptului de solut¸ie. Acest demers a reprezentat o cotitura ˆn dezvoltarea ulterioara a matematicii, conducˆand la aparit¸ia spat¸iilor Hilbert ¸si a ideii de ortogonalitate ˆn acestea, introducerea integralei Lebesgue ¸si a spat¸iilor (complete) de funct¸ii integrabile, introducerea spat¸iilor Sobolev ¸si a ideii de reﬂexivitate. Ne ocupam acum de studiul existent¸ei ˆn probleme de minim. Fie f : M ! R[ {1}, unde M X iar X este spat¸iu topologic, ¸si ﬁe problema de minim minf(x) =m.(5.18) x2M Rezultatul central este cuprins ˆn urmatoarea teorema. Teorema 5.5Fie X un spat¸iu topologic. Presupunem ca, pentru ﬁecare 2R, mult¸imile de nivel M={x2M; f(x) } Cap. 5 Probleme de optimizare135 sunt compacte. Atunci, f este marginita inferior pe M ¸si ˆ¸si atinge inﬁmumul, adica problema de minim(5.18)are solut¸ie ˆn M. In particular, concluzia este adevarata daca se presupune ca f este inferior semicontinua iar M este compacta. Concluzia este adevarata daca se impune condit¸ia, mai slaba, ca mult¸imile de nivel sunt secvent¸ial compacte. Demonstrat¸ie.Fie m = infxf(x). Daca m = 1, f = 1 ¸si concluzia este 2M clara. Daca m <1, ﬁe m < 0<1. Este clar ca intersect¸ia unui numar ﬁnit de mult¸imi de tipul Mcu m < 0este nevida. Din proprietatea intersect¸iei ﬁnite aplicata mult¸imii compacte M, exista 0 \ x02M. m<0 De aici se obt¸ine u¸sor ca m = f(x0), ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia primei part¸i. Daca f este inferior semicontinua ¸si M este compacta, atunci mult¸imile de nivel sunt ˆnchise ˆn M ¸si deci compacte. Presupunem acum ca mult¸imile de nivel sunt secvent¸ial compacte. Fie (xn) un ¸sir minimizant, adica un ¸sir ˆn M pentru care f(xn)! m. Fie r > m ﬁxat. Atuncixn2Mrpentrun suﬁcient de mare. Deoarece mult¸imeaMreste secvent¸ial compacta, exista un sub¸sir al lui (xn), notat (xn), ce converge la un element x02 k Mr. Fie acum m < < r. Se aplica rat¸ionamentul de mai sus pentru (xn) ¸si M k ¸si obt¸inem \ x02M, >m ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. DacaM nu este marginita, ˆn spat¸ii Banach se impune o condit¸ie de coercivitate asupra funct¸iei f. In plus, se utilizeaza topologia slaba pentru a evita condit¸ia de compactitate ˆn topologia tare, destul de restrictiva. Acest fapt este facilitat de rezultate ﬁne de analiza funct¸ionala, cum sunt: (Alaoglu)O mult¸ime marginita din dualul unui spat¸iu normat este slab stelat relativ compacta. In particular, O mult¸ime marginita ˆntr-un spat¸iu Banach reﬂexiv este slab relativ compacta. (Eberlein-Smulian)O mult¸ime ˆntr-un spat¸iu Banach este slab compacta daca ¸si numai daca este slab secvent¸ial compacta. Intr-un spat¸iu Banach, daca M este slab relativ compacta, atunci ˆnchiderea sa slaba coincide cu ˆnchiderea slab secvent¸iala. (Mazur)O mult¸ime convexa ˆntr-un spat¸iu Banach este slab ˆnchisa daca ¸si numai daca este tare ˆnchisa. 136O. Cˆarja Cititorul interesat poate gasi demonstrat¸iile rezultatelor de mai sus ˆn [79]. Amintim ca ˆntr-un spat¸iu BanachX, o mult¸imeM este slab secvent¸ial ˆnchisa daca pentru ﬁecare ¸sir (xn) dinM, convergent slab lax0, avemx02M. Mult¸imea M este slab secvent¸ial compacta daca ﬁecare ¸sir ˆnM are un sub¸sir slab convergent la un element din M. Amintim, de asemenea, ca o funct¸ie f : M !R[ {1}esteslab secvent¸ial inferior semicontinua pe M daca, pentru orice x2M ¸si orice ¸sir (xn) din M slab convergent la x, avem f(x) lim inff(xn). n!1 Spunem ca f este coerciva atunci cˆand, f(x) ! 1 dacakxk ! 1, x2M Teorema 5.6FieX un spat¸iu Banach reﬂexiv ¸siM X o mult¸ime slab secvent¸ial ˆnchisa. Fie f : M !R[ {1}o funct¸ie coerciva ¸si slab secvent¸ial inferior semi- continua pe M. Atunci, f este marginita inferior pe M ¸si ˆ¸si atinge inﬁmumul. Concluzia ramˆane adevarata daca X este dualul unui spat¸iu normat separabil iar convergent¸a slaba se ˆnlocuie¸ste cu cea slab stelata. Demonstrat¸ie.Fie (xn) un ¸sir minimizant ˆnM, decif(xn)!m = infxf(x). 2M Din condit¸ia de coercivitate, ¸sirul (xn) este marginit. Deoarece X este reﬂexiv, exista un sub¸sir al sau, pe care-l vom nota tot cu (xn), convergent slab la x02X. Deoarece M este slab secvent¸ial ˆnchisa, x02 M. In sfˆar¸sit, din ipoteza asupra funct¸iei f obt¸inem f(x0) lim inff(xn) =m. n!1 In cazul cˆand X este dualul unui spat¸iu normat, se folose¸ste Teorema lui Alaoglu. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Observat¸ia 5.2Teorema 5.6 se poate deduce din precedenta daca se observa ca, ˆn condit¸ia de coercivitate, avem inff(x) = inff(x), x2Mx2M\B(x,R) 0 unde x0este un element ﬁxat din M. Urmatorul corolar pune ˆn evident¸a situat¸ii care apar destul de frecvent. El se bazeaza pe teoremele anterioare ¸si pe Problema 6.54. Amintim ca f este convexa pe mult¸imea convexa M daca f((1 t)x + ty) (1 t)f(x) +tf(y), Cap. 5 Probleme de optimizare137 pentru orice x, y2 M ¸si orice t 2 [0, 1]. Daca inegalitatea de mai sus este stricta pentrux6=y ¸sit2 (0, 1), atunci spunem ca funct¸iaf este strict convexa. Este u¸sor de vazut ca pentru o funct¸ie strict convexa exista cel mult un punct de minim. Corolarul 5.4Presupunem ca una din urmatoarele condit¸ii are loc. (i) X este spat¸iu Banach,M este slab secvent¸ial compacta,f este slab secvent¸ial inferior semicontinua pe M; (ii) X este reﬂexiv, M este convexa marginita ¸si ˆnchisa, f este slab secvent¸ial inferior semicontinua pe M; (iii) X este reﬂexiv, M este convexa marginita ¸si ˆnchisa, f este inferior semi- continua pe M ¸si convexa (sau mai general, cu mult¸imile de nivel convexe); (iv) X este reﬂexiv, M este convexa ¸si ˆnchisa, f este coerciva, slab secvent¸ial inferior semicontinua pe M; (v) X este reﬂexiv, M este convexa ¸si ˆnchisa, f este coerciva, inferior semi- continua pe M ¸si convexa (sau mai general, cu mult¸imile de nivel convexe). Atunci, f este marginita inferior pe M ¸si ˆ¸si atinge inﬁmumul. Sa prezentam acum un exemplu semniﬁcativ, ¸si anumeproblema variat¸ionala patratica.Principiul lui Dirichlet este un caz particular. Fie X un spat¸iu normat ¸si a : X ×X !R o forma biliniara, adica liniara ˆn ﬁecare argument. Spunem ca forma biliniara a este: marginita, daca exista o constanta k > 0 astfel ˆncˆat ka(x, y)k k kxk kyk,8x, y2X; simetrica, daca a(x, y) =a(y, x) pentru orice x, y2X; pozitiva, daca 0a(x, x) pentru orice x2X; strict pozitiva, daca 0< a(x, x) pentru x6= 0; tare pozitiva sau coerciva, daca exista o constanta c > 0 astfel ˆncˆat ckxk2a(x, x),8x2X. Este u¸sor de veriﬁcat ca funct¸ia a este continua ˆn ambele argumente. Sa consideram b2X¸si funct¸ionala patratica f(x) =1a(x, x) b(x), 2 careia dorim sa-i studiem existent¸a minimului pe mult¸imi convexe din X. 138O. Cˆarja Teorema 5.7Fie X un spat¸iu Banach reﬂexiv, M X o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ¸si a : X ×X !Ro forma biliniara marginita ¸si simetrica pe X. Pre- supunem ca una din urmatoarele condit¸ii este adevarata. (i) a este pozitiva ¸si M este marginita; (ii) a este tare pozitiva. Atunci, funct¸ionala patraticaf are punct de minim ˆnM. Dacaaeste strict pozitiva atunci punctul de minim este unic. Daca M = X, atunci x este punct de minim pentru f daca ¸si numai daca este solut¸ie a ecuat¸iei variat¸ionale a(x, y) =b(y),8y2X. Demonstrat¸ie.Sa notam '(t) =f(x + t(yx)), pentru x, y2M ¸si t2R ¸si sa observam ca '(t) = 21t2a(yx, yx) +t(a(x, yx) b(yx)) + 21a(x, x) b(x). Daca forma biliniara este pozitiva, atunci funct¸ia ' este convexa, deci are loc ine- galitatea '(t) (1 t)'(0) +t'(1), 8t2 [0, 1], ceea ce conduce u¸sor la convexitatea funct¸iei f. Daca a este strict pozitiva, atunci feste strict convexa. A¸sadar, ˆn cazul (i) concluzia rezulta din Corolarul 5.4 (iii). Daca a este tare pozitiva atunci, f(x) ckxk2 kbk kxk, ceea ce implica proprietatea de coercivitate pentru f. Prin urmare, ˆn cazul (ii) concluzia rezulta din Corolarul 5.4 (v). Ultima parte a teoremei rezulta din faptul cax este punct de minim pentruf daca ¸si numai daca 0 este punct de minim pentru ', ceea ce echivaleaza cu '0(0) = 0. Ultima parte a teoremei anterioare arata echivalent¸a dintre problema de minim ¸si ecuat¸ia de tip Euler corespunzatoare. Este clar ca daca f este diferent¸iabila ˆn punctul de minim x, interior mult¸imii M, atunci ˆn mod necesar f0(x) = 0. Interesant este ca ˆn cazul convex are loc ¸si reciproca. Teorema 5.8Fie f : X !Ro funct¸ie diferent¸iabila Gateaux, convexa ¸si coer- civa pe spat¸iul Banach reﬂexiv X. Atunci problema de minim pentru f pe X este echivalenta cu ecuat¸ia f0(x) = 0, x 2 X. In plus, cele doua probleme au solut¸ie. Daca f este strict convexa, solut¸ia este unica. Cap. 5 Probleme de optimizare139 Demonstrat¸ie.Demonstrat¸ia primei part¸i se bazeaza pe urmatoarea inegalitate remarcabila, satisfacuta de funct¸iile convexe derivabile pe o mult¸ime convexa M. f(y) f(x) +hf0(x), yxi,8x, y2M.(5.19) Pentru demonstrat¸ie, notam'(t) =f(x + t(yx)). Este clar ca' : [0, 1] !R este convexa, derivabila ¸si cu derivata crescatoare. De aici obt¸inem '(1)'(0) ='0() '0(0), 0 < < 1,(5.20) ceea ce implica inegalitatea dorita. Faptul ca problema de minim are solut¸ie rezulta din Corolarul 5.4 (iv) ¸si Prob- lemele 6.55 ¸si 6.56. In esent¸a, din problemele citate deducem: O funct¸ie convexa ¸si derivabila Gateaux este slab secvent¸ial inferior semicon- tinua. Demonstrat¸ia este ˆncheiata. Sa revenim acum ¸si sa aplicam rezultatele de mai sus la Problema lui Dirichlet. Consideram problema variat¸ionala ZnZ X2 min 21(@iu)dxf udx; u = g pe Fr(D).(5.21) DD i=1 AiciD este o mult¸ime deschisa ¸si marginita ˆnRn,x = (1,· · ·, n) ¸si@iu = @u/@i. Impreuna cu (5.21) sa consideram problema la limita pentru ecuat¸ia lui Laplace u = f pe D;u = g pe Fr(D).(5.22) Dupa cum am precizat mai sus, important este cadrul ˆn care se lucreaza. De exem- plu, daca g : Fr(D) !R ¸si f :D!R sunt continue, atunci o funct¸ie u2C2(D), solut¸ie pentru problema (5.21), este solut¸ie ¸si pentru problema (5.22). Diﬁcultatea consta ˆn obt¸inerea existent¸ei pentru problema (5.21). Rezultatul principal este dat de Propozit¸ia 5.4Presupunem ca D este marginita ¸si deschisa ˆnRn, f 2L2(D) ¸si g2H1(D). Atunci (i)Problema (5.21)are solut¸ie unica u2H1(D); (ii)Aceasta este unica solut¸ie generalizata u2H1(D) a problemei (5.22). 140O. Cˆarja Aici condit¸ia la frontiera pentru problema (5.21)este ˆn sensul ug 2H1(D) iar 0 solut¸ia generalizata pentru (5.22)este ˆn sensul ZnZ X1 @iu@ivdx =f vdx8v2H(D), ug2H1(D). 00 DD i=1 Demonstrat¸ie.Amintim ca spat¸iul H1(D) este ˆnchiderea mult¸imii C1(D) ˆn 00 spat¸iul Hilbert H1(D). Spat¸iul H1(D) consta din funct¸iile u 2 L2(D) care au derivate generalizate @iu2L2(D) pentru i = 1,· · ·, n. Produsul scalar este dat de Zn X hu, vi =(uv@iu@iv)dx. D i=1 Punem X = H1(D) ¸si deﬁnim 0 ZnZ X a(u, v) =@iu@ivdx, b1(v) =f vdx, DD i=1 pentru orice u, v2 H1(D). Facem schimbarea de variabila w = ug ¸si obt¸inem problema de minim min 21a(w, w) b(w), w2X, unde am pusb(w) =b1(w)a(w, g). Pentru a aplica Teorema 5.7, avem de veriﬁcat ca forma biliniaraa este marginita ¸si tare pozitiva. Marginirea rezulta u¸sor pe baza inegalitat¸ii lui Schwarz. Faptul ca a este tare pozitiva rezulta din inegalitatea Poincar´e-Friedrichs: Exista o constanta C > 0 astfel ˆncˆat pentru orice u2H1(D) avem 0 ZZn X2 Cu2dx(@iu)dx. DD i=1 Incheiem aceasta sect¸iune cu un comentariu de natura istorica. Aplicarea meto- delor directe din calculul variat¸iilor la probleme la limita pentru ecuat¸ii diferent¸iale neliniare de ordinul doi a fost facuta ˆn 1915 de Leon Lichtenstein [59], ˆntr-o lucrare ce cont¸ine toate ingredientele de baza ale prezentarii actuale: considerarea unui ¸sir minimizant (un); demonstrarea marginirii lui (un) ˆn spat¸iul SobolevH1(I), I ﬁind 0 un interval, ¸si folosirea acestei marginiri pentru a se obt¸ine un sub¸sir convergent la u; folosirea semicontinuitat¸ii slabe a patratului normei dinH1(I) pentru a arata ca 0 u este punct de minim; folosirea ecuat¸iei lui Euler pentru a arata ca solut¸ia (slaba) u este solut¸ia clasica. Cap. 5 Probleme de optimizare141 5.5 Inegalitat¸i variat¸ionale Sa observam ca daca a este punct de minim pentru funct¸ia f : [a, b]!R atunci, ˆn mod necesar avem f0(a) 0, iar daca b este punct de minim atunci f0(b) 0. Prin urmare, daca c2 [a, b] este punct de minim atunci avem inecuat¸ia f0(c)(xc) 0,8x2 [a, b], numita ˆn literaturainecuat¸ie sau inegalitate variat¸ionala. Este u¸sor de vazut ca rezultatul se poate extinde la spat¸ii Banach, pentru funct¸ii diferent¸iabile Gateaux pe mult¸imi convexe. Este clar ca, ˆn general, dacac este solut¸ie a inegalitat¸ii variat¸ionale, nu rezulta ca este punct de extrem pentruf. Pentru funct¸ii convexe avem urmatorul rezultat. Teorema 5.9Fie X un spat¸iu normat, M X o mult¸ime convexa ¸si f : M !X o funct¸ie convexa ¸si Gateaux diferent¸iabila. Atunci, x este punct de minim pentru fdaca ¸si numai daca hf0(x), yxi 0,8y2M.(5.23) Demonstrat¸ie.Consideram funct¸ia '(t) = f(x + t(yx)), t 2[0, 1] unde x, y2M sunt ﬁxat¸i. Dacax este punct de minim pentru f atunci'(t) 0 pentru orice t 2 [0, 1], ceea ce implica '0(0) 0. Acest fapt conduce la (5.23). Reciproc, daca x este o solut¸ie pentru (5.23), atunci '0(0)0. Deoarece funct¸ia ' este convexa urmeaza ca '0este crescatoare, ceea ce implica (5.20). De aici obt¸inem f(y) f(x) pentru orice y2M ¸si astfel demonstrat¸ia este ˆncheiata. In particular, pentru problema variat¸ionala patratica avem Corolarul 5.5Fie problema de minim min1a(x, x) b(x) =m(5.24) x2M2 ¸si inegalitatea variat¸ionala a(x, yx) b(yx),8y2M.(5.25) DacaX este spat¸iu Banach reﬂexiv,M X este convexa ¸si ˆnchisa,a : X×X !R este biliniara marginita simetrica ¸si tare pozitiva iar b 2 Xatunci, problemele (5.24)¸si (5.25)sunt echivalente ¸si au exact o solut¸ie. In plus, daca M este con, (5.25)este echivalenta cu problema a(x, x) =b(x), a(x, z) b(z)8z2M.(5.26) 142O. Cˆarja Demonstrat¸ie.La fel ca ˆn demonstrat¸ia Teoremei 5.7 rezulta ca funct¸ionala f(x) = 21a(x, x) b(x) este strict convexa ¸si diferent¸iabila Gateaux. Concluzia primei part¸i urmeaza combinˆand Teorema 5.7 ¸si Teorema 5.9. Cˆand M este con convex, amintim mai ˆntˆai ca dacau, v2M atunciu + v2M. Presupunem ca are loc (5.25). Daca punem y = x + z obt¸inem inegalitatea din (5.26) iar daca punem y = 2x ¸si y = 0 obt¸inem egalitatea din (5.26). Cealalta implicat¸ie este imediata, prin scadere. Observat¸ia 5.3Daca luam a(x, y) =hx, yi¸si X este spat¸iu Hilbert, obt¸inem cunoscuta caracterizare a elementului de norma minimauˆntr-o mult¸imeM convexa marginita ¸si ˆnchisa:hu, yui 0 pentru orice y2M. Rezultatul de mai sus se poate aplica problemei ucu = f pe D, ! u 0,@ug 0,@ugu = 0 pe Fr(D), @n@n unde c > 0, D este o mult¸ime marginita dinRncu frontiera suﬁcient de regulata. Consideram spat¸iul X = H1(D), mult¸imea M ={u 2 X; u(x)0, a.p.t. x2 0 Fr(D)}, forma biliniara n! ZX a(u, v) =@iu@iv + cuvdx D i=1 ¸si funct¸ionala liniara ZZ b(v) =gvd +f vdx. Fr(D)D Condit¸iac > 0 asigura coercivitatea. Solut¸ia inegalitat¸ii variat¸ionale (5.26) data de Corolarul 5.5 este tocmai solut¸ia generalizata a problemei considerate. Dupa cum se vede din Teorema 5.7 ¸si Corolarul 5.5, existent¸a solut¸iilor pentru inegalitatea variat¸ionala (5.25) rezulta din existent¸a solut¸iilor pentru problema de minim (5.24). Daca forma biliniara a nu este simetrica, atunci se poate considera inecuat¸ia (5.25) dar ea nu mai provine dintr-o problema variat¸ionala. In acest caz, ˆn spat¸ii Hilbert se poate obt¸ine un rezultat de existent¸a pentru (5.25) folosind Teo- rema de punct ﬁx a lui Banach. Urmatorul rezultat apart¸ine lui Guido Stampacchia [86] (1964). Teorema 5.10Presupunem ca X este spat¸iu Hilbert, forma biliniara a este mar- ginita ¸si tare pozitiva, M X este convexa ¸si ˆnchisa ¸si b2X. Atunci inegalitatea variat¸ionala (5.25)are solut¸ie unica ˆn M. Cap. 5 Probleme de optimizare143 Demonstrat¸ie.Sa observam ca, deoarece forma biliniaraa este marginita, exista un unic operator liniar continuu A : X !X cu a(x, y) =hAx, yi 8x, y2X. Fixam t > 0 ¸si z 2X ¸si consideram inegalitatea variat¸ionala hx, yxi hz, yxi t(hz, yxi hb, yxi)8y2M.(5.27) Din cele de mai sus, pentru ﬁecare z 2 M, problema (5.27) are solut¸ie unica ˆn M, pe care o vom nota F z. Vom arata ca putem alege t astfel ˆncˆat operatorul F: M !M este o contract¸ie. Pentru aceasta, ﬁez1, z22M ¸six1=F z1,x2=F z2. Punem x = x1, y = x2¸si apoi x = x2, y = x1ˆn (5.27) ¸si obt¸inem prin adunare kx1x2k2 h(ItA)(z1z2), x1x2i. De aici urmeaza kx1x2k k(ItA)(z1z2)k. Un calcul simplu arata ca k(ItA)uk2l2kuk2, pentru orice u2X, unde l2= 1 +t2kAk2 2tc. Aici constanta c provine din condit¸ia ca forma patratica a este tare pozitiva: a(x, x) ckxk2pentru oricex2X. Sa observam ca din condit¸ia aceasta rezulta ¸si c kAk. Este clar ca daca alegem t astfel ˆncˆat 0< t < 2c/kAk2, avem l < 1 ¸si kF z1F z2k lkz1z2k,8z1, z22M. A¸sadar, F are punct ﬁx care este solut¸ie a inegalitat¸ii variat¸ionale (5.25). Inegalitatea (5.25) este de forma hA(x), yxi 0,8y2M,(5.28) pe care o vom numi tot inegalitate variat¸ionala chiar daca A nu este numaidecˆat un operator potent¸ial, adica de tipul A = f0. Teoria inegalitat¸ilor variat¸ionale de forma (5.28) s-a dovedit deosebit de utila ˆn diverse domenii. Ea s-a dezvoltat sistematic ˆncepˆand cu anii 1960 prin lucrarile lui Gaetano Fichera (1964, problema Signorini), Guido Stampacchia (1965, ecuat¸ii 144O. Cˆarja diferent¸iale eliptice cu coeﬁcient¸i discontinui), Philip Hartman ¸si Guido Stampac- chia, Felix Browder (1966, inegalitat¸i variat¸ionale cu operatori neliniari monotoni), Ha¨m Br´ezis (1968, inegalitat¸i variat¸ionale cu operatori pseudo-monotoni). Sa prezentam un rezultat de existent¸a pentru (5.28) ˆn cazul ˆn care M este convexa ¸si compacta iar A este continua. Teorema 5.11Fie X spat¸iu Banach, M X o mult¸ime convexa ¸si compacta ¸si A: X ! Xo funct¸ie continua. Atunci, inegalitatea variat¸ionala(5.28)are cel put¸in o solut¸ie ˆn M. Demonstrat¸ie.Se considera funct¸iaf(x, y) =hA(x), yxi ¸si se aplica Teorema 4.15. Ipoteza de compactitate a mult¸imii M se poate slabi, impunˆand ˆn schimb ipoteze mai tari asupra funct¸iei A. Un rezultat important ˆn aceasta direct¸ie apart¸ine lui Stepan Karamardian [50] publicat ˆn 1971. De¸si rezultatul are loc ˆn spat¸ii Banach reﬂexive, pentru a simpliﬁca expunerea ˆl vom prezenta ˆn spat¸iul Rn. Teorema 5.12Fie M un con convex ˆnchis ¸si A :Rn!Rncontinua ¸si tare monotona pe M, adica hA(x) A(y), xyi ckxyk2,8x, y2M. Atunci inegalitatea variat¸ionala (5.28)are solut¸ie unica ˆn M. Demonstrat¸ie.Din condit¸ia de monotonie avem hA(x), xi hA(0), xi + ckxk2,8x2M. De aici rezulta ca daca x2M \K unde K = {x2M; kxk kA(0)k/c}, avemhA(x), xi> 0. Pentru ﬁecare y2M ﬁe Dy={x2K; hA(x), yxi 0}. Mult¸imile Dysunt ˆnchise ˆn compactul K ¸si vrem sa aratam ca au proprietatea intersect¸iei ﬁnite. Pentru aceasta, consideram{y1,· · ·, ym} M ¸si aplicam Teorema Cap. 5 Probleme de optimizare145 5.11 mult¸imii convexe ¸si compacte D = co(K[ {y1,· · ·, ym}). Exista deci x02 D astfel ˆncˆat are loc hA(x0), xx0i 0,8x2D. In particular,hA(x0), yix0i 0 pentru i = 1,· · ·, m ¸sihA(x0), x0i 0 (deoarece 02D), ¸si deci x02K. Avem deci \ x02Dy. i 1im Prin urmare, familia de mult¸imi ˆnchise{Dy;y 2 M} are proprietatea intersect¸iei ﬁnite. Deoarece K este mult¸ime compacta, avem \ Dy6=;. y2M Este clar ca orice punct al intersect¸iei de mai sus este solut¸ie a inegalitat¸ii variat¸i- onale (5.28). Pentru unicitate, observam ca dacax1¸six2sunt solut¸ii atunci avemhA(xi), xii = 0, i = 1, 2; hA(x1), x2i 0 ¸sihA(x2), x1i 0. De aici obt¸inem ckx1x2k2 hA(x1)A(x2), x1x2i 0, deci x1=x2. Demonstrat¸ia este astfel ˆncheiata. Observat¸ia 5.4Deoarece mult¸imea M este con convex, inegalitatea (5.28) este echivalenta cu problema hA(x), xi = 0;hA(x), yi 0,8y2M. In cazul ˆn care M este conul pozitiv, adica M = {x2Rn;x 0}, este u¸sor de vazut ca problema de mai sus este echivalenta cu sistemul A(x) =y; x 0; y 0;hx, yi = 0, care apare ˆn diverse probleme de teoria jocurilor, mecanica, economie. 5.6 Teorema de minimax FieA ¸siB mult¸imi nevide ¸sif : A×B !R o funct¸ie. Un element (x0, y0)2A×B se nume¸stepunct ¸sa pentru f daca f(x0, y) f(x0, y0)f(x, y0)8(x, y) 2A×B. 146O. Cˆarja Condit¸ia de mai sus este echivalenta cu maxf(x0, y) =f(x0, y0) = minf(x, y0). y2Bx2A Exemplul standard este f : R×R!R, f(x, y) = x2y2, cu punctul ¸sa (0, 0). Inainte de a demonstra teorema principala, sa enunt¸am o lema. Vezi Problema 6.67 pentru demonstrat¸ie. Lema 5.1Funct¸ia f are punct ¸sa daca ¸si numai daca are loc relat¸ia minsupf(x, y) = maxinff(x, y).(5.29) x2Ay2Bx2A y2B Daca(x0, y0)este punct ¸sa, atunci f(x0, y0)este valoarea comuna a celor doua expresii din (5.29). Teorema care urmeaza, numitaTeorema de minimax, da condit¸ii de existent¸aa a unui punct ¸sa. Teorema 5.13FieX un spat¸iu Banach reﬂexiv ¸siA, Bsubmult¸imi nevide convexe marginite ¸si ˆnchise. Fie f : A×B !Ro funct¸ie care veriﬁca ipotezele (i)Funct¸iaf(·, y) este inferior semicontinua ¸si convexa peApentru ﬁecarey2B; (ii)funct¸ia f(x,·)este superior semicontinua ¸si concava pe B pentru ﬁecare x2 A. Atunci (a)Funct¸ia f are un punct ¸sa; (b)Punctul (x0, y0)este punct ¸sa pentru f daca ¸si numai daca are loc minmaxf(x, y) = maxminf(x, y).(5.30) x2Ay2By2Bx2A Daca (x0, y0)este punct ¸sa pentru f, atunci f(x0, y0)este valoarea comuna a celor doua expresii din (5.30). Demonstrat¸ie.Sa notam = minmaxf(x, y); = maxminf(x, y). x2Ay2By2Bx2A Cap. 5 Probleme de optimizare147 Aratam mai ˆntˆai ca ¸si exista. Vom face demonstrat¸ia pentru, pentru ﬁind analog. Din Corolarul 5.4, pentru ﬁecare y2B exista z(y) 2A cu f(z(y), y) = minf(x, y). x2A Sa notam h(y) =f(z(y), y). Ret¸inem inegalitatea f(x, y) h(y)8x2A.(5.31) Vom arata ca funct¸ia h : B !R este inferior semicontinua ¸si convexa. Va exista atunci minyh(y) ¸si apoib = minyh(y). Demonstram cah este convexa. Din 2B2B (ii) ¸si (5.31) avem f(x, ty1+ (1t)y2) tf(x, y1) (1 t)f(x, y2)th(y1) + (1t)h(y2). pentru orice x 2 X deci ¸si pentru x = z(ty1+ (1t)y2). Demonstram acum ca heste secvent¸ial semicontinua inferior. Fie ¸sirul (yn) ˆn B convergent la y. Din (5.31) avemf(z(y), yn)h(yn). Trecem la limita ¸si folosim (ii) pentru a obt¸ine f(z(y), y) lim infnh(yn). A¸sadar, putem aplica Corolarul 5.4 ¸si deducem ca !1 funct¸ia h are punct de minim pe B, deci exista ¸si = minyh(y). Analog 2B pentru . In continuare aratam ca = . Este u¸sor de vazut ca . Pentru a demonstra inegalitatea inversa, aplicam o teorema de punct ﬁx, Teorema 4.18. Pentru aceasta, ˆnzestramX ¸siY cu topologia slaba, luam" > 0, punems = ", t = + " ¸si construim multifunt¸ia F : A×A;A×B, F(x, y) ={(u, v) 2A×B; f(u, y) < t, f(x, v) > s}. Este u¸sor de vazut ca F are valori nevide ¸si convexe. In plus, A×B este slab compacta. Ramˆne sa dovedim ca F1(u, v) este relativ slab deschisa. Acest fapt rezulta u¸sor din F1(u, v) ={(x, y) 2A×B; f(u, y) < t, f(x, v) > s}, avˆand ˆn vedere ca mult¸imile{x2 A; f(x, v) s} ¸si{y2 B; f(u, y) t}sunt convexe ¸si ˆnchise, deci slab ˆnchise ˆn A ¸si respectiv B. Prin urmare, aplicam Teorema 4.18 ¸si deducem ca exista un punct ﬁx pentru F, adica (x, y) 2 F(x, y). Avem " = s < f(x, y) < t= + ". Cum " este arbitrar obt¸inem . Demonstrat¸ia se ˆncheie daca avem ˆn vedere Lema 5.1. Observat¸ia 5.5Concluzia teoremei anterioare are loc ¸si ˆn cazul ˆn care funct¸iile f(·, y) ¸sif(x,·) au mult¸imile de nivel convexe, adica sunt cvasiconvexe ˆn loc sa ﬁe convexe. 148O. Cˆarja Teorema 5.13 a fost demonstrata de John von Neumann [96] ˆnRnˆn 1928, ˆn legatura cu teoria jocurilor creata de el. Cazul general apart¸ine lui Ky Fan (1952). Teoria jocurilor consta ˆn determinarea unei balant¸e optimale la o competit¸ie ˆntre mai mult¸i parteneri. Sa consideram doi jucatori P ¸si Q care au la ˆndemˆana cˆte o mult¸ime de strategii A ¸si B. Daca P alege strategia x 2 A iar Q alege strategia y 2B, notam f(x, y) pierderea lui P ¸si deci cˆa¸stigul lui Q. Daca (x0, y0) este punct ¸sa pentru f, avem f(x0, y) f(x0, y0)f(x, y0)8(x, y) 2A×B. Daca P alege strategia x0, atunci cˆa¸stigul lui Q este cel mult egal cu f(x0, y0) ¸si maximul va ﬁ realizat daca Q alege strategia y0. Invers, daca Q alege strategia y0, pierderea lui P este cel put¸in egala cu f(x0, y0) ¸si minumul va ﬁ realizat daca Palege strategia x0. Prin urmare, strategia (x0, y0) asigura balant¸a optimala a intereselor celor doi jucatori. Din acest motiv, punctul ¸sa (x0, y0) al funct¸iei f se nume¸stestrategie optimala. Teorema 5.13 ofera condit¸ii de existent¸a a strategiilor optimale. Daca mult¸imile A ¸si B sunt ﬁnite ¸si au mai multe elemente, nu sunt convexe ¸si deci teorema nu se aplica. Totu¸si von Neumann a rezolvat acest incon- venient astfel: se introduce un factor probabilistic, adica jucatorii fac alegerea pe baza unor probabilitat¸i ﬁxe. Mai precis, preupunem ca P are strategiile a1,· · ·, an iar Q are strategiile b1,· · ·, bm. Jucatorul P alege strategia aicu probabilitatea pi iar Q alege strategia bjcu probabilitatea qj. Consideram mult¸imile n X A = {p2Rn; 0pi 1,pi= 1} i=1 m X B = {q2Rm; 0qj 1,qj= 1}, j=1 ¸si deﬁnim funct¸ia F : A×B !R prin nm XX F(p, q) =f(ai, bj)piqj. i=1j=1 Perechea (p, q) se nume¸stestrategie mixta iar F(p, q) reprezinta cˆ¸stigul sperat de jucatorul Q. Considerat¸ii probabilistice arata ca F(p, q) este media cˆa¸stigurilor lui Q daca se joaca de multe ori. Este clar ca sunt ˆndeplinite ipotezele din Teorema 5.13, deci putem aﬁrma ca exista o strategie mixta optimala (p0, q0) ¸si are loc egalitatea F(p0, q0) = minmaxF(p, q) = maxminF(p, q). p2Aq2Bq2Bp2A Cap. 5 Probleme de optimizare149 5.7 Controlabilitate ¸si timp optimal pentru sisteme semiliniare In aceasta sect¸iune ne ocupam de problema controlabilitat¸ii ˆn timp optimal pentru sistemul descris de ecuat¸ia y0(t) =Ay(t) +f(y(t)) +u(t) (5.32) unde operatorul A genereaza un semigrup de clasa C0, S(t), t 0, pe spat¸iul Banach reﬂexiv X, f este o funct¸ie lipschitziana ¸si u(·) este un control ce ia valori ˆn U = B(0, r). Problema timpului optimal consta ˆn a atinge o mult¸ime t¸intaTˆn timp minim pornind dintr-un punct init¸ial x ¸si folosind controale admisibile, u(·), adica funct¸ii masurabile de la [0,1) la U. Vom considera aici cazul cˆand t¸inta esteT= {0}. Pentru un control admisibilu(·), consideram solut¸ia ecuat¸iei (5.32) care satisface condit¸ia init¸iala y(0) =x, adica, funct¸ia y2C([0,1), X) care satisface Zt y(t) =S(t)x +S(ts)[f(y(s) +u(s)]ds.(5.33) 0 Conform Teoremei 4.19, pentru ﬁecare control u solut¸ia exista ¸si este unica. Numim acesta solut¸ie traiectorie a sistemului (5.32) ¸si o notam y(·, x, u). Pentru t 0 consideram mult¸imea de controlabilitate la timpul t R(t) ={x2X; y(t, x, u) = 0 pentru un control admisibil u(·)}, mult¸imea de controlabilitate [ R =R(t) t0 ¸si funct¸ia timp optimal (funct¸ia lui Bellman) T : R ! [0,1) T(x) = inf{t;x2 R(t)}. Un control pentru care inﬁmumul se atinge se nume¸steoptimal pentru x. Teorema urmatoare pune ˆn evident¸a condit¸ii suﬁciente de existent¸a a controalelor optimale. Teorema 5.14Daca X este reﬂexiv ¸si separabil iar semigrupul S(t)este compact, atunci pentru ﬁecare x 2 Rexista cel put¸in un control optimal. In cazul liniar (f=0), proprietatea are loc fara condit¸ia ca semigrupul sa ﬁe compact. 150O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Fie (un) un ¸sir de controale admisibile ¸si un ¸sir (tn) descrescator ¸si convergent la T(x) cu proprietatea y(tn, x, un) = 0. Extindem unpe [0, t1] punˆand un(s) = 0 pentrus2 (tn, t1). Conform teoremei lui Alaoglu, ¸si t¸inˆand cont de sepa- rabilitatea luiX ¸si deci a luiL1(0, t;X) putem presupune caunconverge slab-stelat ˆn L1(0, t;X) la un control admisibil u. Mai departe argumentele sunt diferite. Daca f = 0, se ia x2X, se scrie Zt 1 hx, y(tn, x, un)i = hx, S(tn)xi +hS(tnt)x, un(t)idt. 0 Trecˆand la limita cu n! 1, eventual pe un sub¸sir, ajungem la y(T(x), x, u) = 0. In cazul general, se folose¸ste compactitatea operatorului Zt '7!S(ts)'(s)ds 0 (vezi Observat¸ia 4.10) pentru a trece la limita. O proprietate remarcabila a funct¸iei timp optimal este data de principiul pro- gramarii dinamice al lui Bellman. Comentarii asupra acestui principiu vor ﬁ facute la sfˆar¸situl acestei sect¸iuni. Pentru orice x2 R¸si orice control u, T(x) t + T(y(t, x, u)) (5.34) pentru orice t >0pentru care y(t, x, u)2 R, cu egalitate ˆn cazul cˆand u este optimal. Demonstrat¸ia acestui rezultat va ﬁ data ˆn Teorema 5.17. In cele ce urmeaza vom pune ˆn evident¸a cˆateva proprietat¸i ale mult¸imii de controlabilitate ¸si ale funct¸iei timp optimal. Sa prezentam mai ˆntˆai o lema ˆn care evident¸iem proprietat¸i ale traiectoriilor sistemului (5.32). Peste tot ˆn aceasta sect¸iune presupunem caf este L-lipschitziana peX, f(0) = 0 iar! este o constanta pentru carekS(t)k e!tpentru orice t >0. In general, semigrupul veriﬁca o inegalitate de formakS(t)k M e!t, inegalitate care se poate reduce la cazulM = 1 prin considerarea unei norme echivalente cu cea init¸iala. Lema 5.2(a)Pentru orice x2X ¸si orice control u avem ky(t, x, u)k e(L+!)tkxk +rr8t 0. L + !L + ! In cazul L + ! = 0membrul drept al inegalitat¸ii de mai sus estekxk + rt. (b) Pentru orice x, z2X ¸si orice control u avem ky(t, x, u) y(t, z, u)k e(L+!)tkxzk 8t 0.(5.35) Cap. 5 Probleme de optimizare151 Demonstrat¸ie.Demonstrat¸ia se bazeaza pe inegalitatea lui Gronwall: Fie ', h ¸si k funct¸ii date de la[ t0, T) ˆnR, unde T +1. Daca ' este continua, h2L1([t0, T)), k2L1([t0, T); R+)¸si locloc Zt '(t)h(t) +k(s)'(s)ds t0 pentru orice t2 [ t0, T), atunci ZtZt '(t)h(t) +h(s)k(s) expk(u)duds t0s pentru orice t2 [ t0, T), unde exp(a) =ea. Pentru demonstrat¸ia primei part¸i a lemei, se aplica inegalitatea lui Gronwall pentru funct¸iile '(t) = e!tky(t, x, u)k, h(t) =kxk + (r/!)(1 e!t) ¸si k(t) = L. Pentru (b), '(t) ¸si k(t) sunt ca mai sus iar h(t) =kxzk. Propozit¸ia 5.5Fie R 0 astfel ˆncˆat (L + !)R < r. (i) In cazul L + ! > 0, pentru orice x2X cu R <kxk< r/(L + !), exista un control uastfel ˆncˆat traiectoria y(t, x, u)atinge B(0, R) ˆn timp ﬁnit ¸si satisface inegalitatea ky(t, x, u)k e(L+!)tkxk r+r(5.36) L + !L + ! pentru orice r R 0t˜t1logL+!, L + !r kxk L+! unde˜teste cel mai mic t pentru care y(t, x, u)2B(0, R). (ii) In cazul L + ! 0, proprietatea de mai sus are loc pentru orice x2X iar inegalitatea din (5.36)se rescrie ky(t, x, u)k kxk rt(5.37) pentru orice 0t˜t (kxk R)r1. 152O. Cˆarja Demonstrat¸ie.(i) Consideram ˆntˆai R > 0 ¸si funct¸ia (r ydacakyk R FR(y) =Ry rdacakyk R, kyk Observam ca este lipschitziana ¸si consideram ecuat¸ia y0(t) =Ay(t) +f(y(t)) +FR(y(t))t > 0.(5.38) Pentru x 2 D(A), pe ﬁecare interval I = [0, T], ecuat¸ia (5.38) are o solut¸ie unica satisfacˆand y(0) = x. Mai mult, ea este solut¸ie clasica (vezi Teorema 4.20), adica y2C1(I; X) ¸si satisface (5.38) pe I. Inmult¸im ecuat¸ia (5.38) cu y(t) ¸si obt¸inem ky(t)kdky(t)k (L + !)ky(t)k2rky(t)k, dt pentru t 2 [0,˜t], unde˜t este maximum valorilor lui t pentru care y(t) /2 B(0, R). Obt¸inem Zt ky(t)k kxk rt + (L + !)ky(s)kds,8t2 [0,˜t], 0 care, ˆn cazulL + ! 0 implica (5.37) ¸si, ˆn cazulL + ! > 0 implica (5.36) pe baza inegalitat¸ii lui Gronwall. Este clar ca exista un˜t ca mai sus ﬁindca, altfel, lucram pe orice [0, T] ¸si (5.36) sau (5.37) fort¸eaza existent¸a unui˜t. Prin urmare (5.36) ¸si (5.37) au fost demonstrate pentrux2D(A). Prin densitate, ele au loc pentru orice for x2X. Controlul cerut este u(t) =ry(t)/|y(t)|.(5.39) In cazul R = 0, observam ca daca R1< R2atunci avem˜t1>˜t2iar solut¸iile corespunzatoare y1(·) ¸si y2(·) satisfac y1(t) =y2(t)8t2 [0,˜t2]. Cu alte cuvinte, traiectoriile ecuat¸iei (5.38) nu depind deR > 0 pˆana atingB(0, R). Luam un ¸sir Rndescrescator ¸si convergent la 0 ¸si obt¸inem un ¸sir˜tncrescator ¸si convergent lat care satisface inegalitat¸ile cerute la (i) sau (ii). Demonstrat¸ia se ˆncheie considerˆand controlul dat de (5.39) pe [0,t]. Teorema 5.15(i)Mult¸imea de controlabilitateReste deschisa ¸si funct¸ia timp optimal este local lipschitziana peR. Mai precis, avem Cap. 5 Probleme de optimizare153 (ii) In cazul L + ! > 0, pentru orice 2 (0, r/(L + !)) avem T(x) kxk r(L + !) pentru x satisfacˆandkxk . Notˆand =1, r(L + !) daca x2 R¸si z este astfel ˆncˆat kzxk e(L+!)T(x), atunci z 2 R¸si T(z) T(x) + e(L+!)T(x)kxzk. (iii) In cazul L + ! 0 avemR = X ¸si T(x) kxk r pentru orice x2X. Mai mult, pentru orice x, z2X avem |T(z) T(x)| 1kxzk. r (iv) Pentru orice x2 R¸si z /2 Ravem T(x) 1logkxzk. L + ! In particular, limT(z) =1 8x2 FrR.(5.40) z!x Demonstrat¸ie.Punctul (i) rezulta din celelalte. Sa demonstram (ii). Observam mai ˆntˆai ca, din Propozit¸ia 5.5, avem r R T(x) 1logL+!, L + !r kxk L+! ceea ce, printr-un calcul elementar, conduce u¸sor la prima parte a concluziei. Mai departe, pentru simpliﬁcarea expunerii, presupunem existent¸a controalelor opti- male. In cazul general, concluzia se obt¸ine printr-un procedeu de aproximare. 154O. Cˆarja Deoarece y(T(x), x, u) = 0, din (5.35) deducem ky(T(x), z, u)k e(L+!)T(x)kxzk , deci y(T(x), z, u) 2 R ceea ce implica z 2 R ¸si T(y(T(x), z, u)) e(L+!)T(x)kxzk. Aplicam acum principiul programarii dinamice (5.34) ¸si obt¸inem concluzia dorita. Un argument similar da (iii). Pentru a demonstra (iv), observam ca suntem ˆn situat¸ia cˆand L + ! > 0. Prin reducere la absurd, presupunem ca (L + !)T(x) < log kxzk/. Avem kxzk< e(L+!)T(x), ceea ce, folosind (ii), implica z 2 R. Observat¸ia 5.6Teorema de mai sus arata ca limT(z) = 0.(5.41) z!0 Urmatoarea teorema arata ca daca semigrupulS(t) este compact atunci funct¸ia timp optimal este secvent¸ial slab continua. Pentru aceasta folosim urmatorul rezul- tat. Lema 5.3Presupunem ca X este spat¸iu Banach, f este lipschitziana pe X ¸si S(t) este semigrup compact. Fie 0 < a < t, (xn)un ¸sir slab convergent la x ¸si (un)slab convergent la uˆn L2(0, t;X). Atunci, y(·, xn, un)!y(·, x, u) ˆn C([a, t];X), cel put¸in pe un sub¸sir. Demonstrat¸ie.Demonstrat¸ia este standard ¸si se bazeaza pe compactitatea op- eratoruluiZs '7!S(s)'() d 0 de la L2(0, T; X) la C([0, T]; X). Vezi Observat¸ia 4.10. Cap. 5 Probleme de optimizare155 Teorema 5.16Presupunem ca semigrupulS(t)este compact. Atunci, pentruR 0au loc urmatoarele proprietat¸i. (i) Dacax2 R¸sixn!xslab, atunci pentrunsuﬁcinet de mare avemxn2 R. Mai mult, T(xn)!T(x). (ii) Pentru orice x /2 R¸si pentru orice ¸sir (xn)slab convergent la x avem limT(xn) =1. n!1 Demonstrat¸ie.Pentru a demonstra prima parte din (i), luam " > 0 suﬁcient se mic astfel ˆncˆat y(", x, 0) 2 R (acest fapt este posibil deoareceReste mult¸ime deschisa), luam un= 0 ¸si, din Lema 5.3, deducem ca pe un sub¸sir avem y(", xn, 0) 2 R pentrun suﬁcient de mare. Asta implica faptul ca pe un sub¸sir avemxn2 R pentru n suﬁcient de mare. Deci orice ¸sir slab convergent la x are un sub¸sir ˆnR (slab convergent la x), ceea ce arata ca prima parte din (i) are loc. In continuare, luam T= lim supT(xn), n!1 luam un sub¸sir (xn) astfel ˆncˆatT(xn)!T¸si ﬁxam" > 0. Din Lema 5.3, putem kk presupune (extragˆand eventual un sub¸sir) ca y(", xn, 0) !y(", x, 0). k Deci T(y(", xn, 0))!T(y(", x, 0)). k Folosim principiul programarii dinamice (5.34) ¸si obt¸inem T(xn)" + T(y(", xn, 0)), kk deci T" + T(y(", x, 0)). Trecem la limita cu "! 0 ¸si obt¸inem lim supT(xn)T(x). n!1 156O. Cˆarja Am aratat a¸sadar ca funct¸iaT(·) este secvent¸ial superior semicontinua. Sa demon- stram acum ca T(·) este secvent¸ial inferior semicontinua ˆn x2 R. Luam T#= lim infT(xn) n!1 ¸si un sub¸sir (xn) astfel ˆncˆat T(xn)! T#. Intr-o prima etapa, presupunem ca kk T#> 0. Fixam 0 < " < T#¸si luam uncontrolul optimal pentru xn. Pe baza kk Lemei 5.3, putem presupune ca exista un control u astfel ˆncˆat y(", xn, un)!y(", x, u), kk tare. Folosim din nou principiul programarii dinamice ¸si deducem T(xn) =" + T(y(", xn, un)). kkk De aici obt¸inem T(y(", xn, un))M kk pentru un M > 0. Fie k0astfel ˆncˆat |y(", xn, un)y(", x, u)| e(L+!)M kk pentru k > k0. Din Teorema 5.15 obt¸inem y(", x, u) 2 R ¸si T(y(", x, u)) T(y(", xn, un)) + e(L!)M|y(", xn, un)y(", x, u)| kkkk pentru k > k0. Prin urmare, T(xn) =" + T(y(", xn, un)) kkk " + T(y(", x, u)) e(L!)M|y(", xn, un)y(", x, u)|. kk Facem n! 1 ¸si apoi "! 0 ¸si obt¸inem lim infT(xn)T(x). n!1 In etapa urmatoare presupunem T#= 0 ¸si demonstram T(x) = 0. Pentru aceasta, luam " >0 ¸si pentru ﬁecare xnluam un control vkpe [0, "] deﬁnit dupa cum k urmeaza: pe [0, T(xn)], vkegaleaza controlul optimal iar pe [T(xn), "], vkeste kk un control care fort¸eaza traiectoria sa ramˆana ˆn B(0, R). Acest fapt este posibil din cauza Propozit¸iei 5.5. De fapt, putem atinge originea ¸si apoi ramˆnem acolo deoarece f(0) = 0. Deoarece, y(", xn, vk)!y(", x, u) k Cap. 5 Probleme de optimizare157 pentru un control u, deducem y(", x, u) 2B(0, R) deci T(x) ". Cum acest fapt are loc pentru orice " > 0 deducem T(x) = 0. Pentru a demonstra (ii), consideram x /2 R, consideram un ¸sir (xn) ˆnR slab convergent la x ¸si presupunem, prin reducere la absurd, ca lim infT(xn)<1. n!1 Rat¸ionam ca ˆn demonstrat¸ia semicontinuitat¸ii inferioare ¸si deducem y(", x, u) 2 R. Deci x2 R. Contradict¸ia la care am ajuns arata ca lim infT(xn) =1, n!1 ceea ce ˆncheie demonstrat¸ia. Revenim acum la principiul programarii dinamice. Presupunem ca pentru ﬁecare x2 R exista un control optimal. Vezi Teorema 5.14. Teorema 5.17O funct¸ieT : R !Reste funct¸ia timp optimal daca ¸si numai daca satisface urmatoarele condit¸ii: (i)Pentru orice x2 Rexista un control u ¸si > 0 astfel ˆncˆat T(y(t, x, u)) T(x) t8t2 [0, ); (ii)Pentru orice x 2 R, orice control u ¸si orice t 0 pentru care y(t, x, u) 2 R avem T(y(t, x, u)) T(x) t; (iii) limzT(z) = 0; !0 (iv) limzT(z) =1 8x2 FrR; !x (v)Funct¸ia T este marginita inferior. 158O. Cˆarja Demonstrat¸ie.Funct¸ia timp optimal veriﬁca (iii), (iv) pe baza Teoremei 5.15 ¸si (v). Sa aratam ca satisface (i). In primul rˆand trebuie observat ca dacay(t, x, u) 2 R atunci x 2 R. Consideram u controlul optimal pentru x ¸si = T(x). Luam t2 [0, ) ¸si observam ca y(T(x) t, y(t, x, u), u) = 0 de unde rezulta (i). Pentru (ii), luamx2 R, un control oarecareu ¸siy(t, x, u) 2 R. Fie v un control optimal pentru y(t, x, u). Se veriﬁca u¸sor ca y(s, y(t, x, u), v) =y(t + s, x, w) pentru s > 0, unde w() = u() pentru 2 (0, t) ¸si w() = v(t) pentru 2 (t, t+s). Cumy(T(y(t, x, u)), y(t, x, u), v) = 0, obt¸inemy(t+T(y(t, x, u)), x, w) = 0 deci T(x) t + T(y(t, x, u)). Sa demonstram acum reciproca. Intr-o prima etapa, aratam ca putem ˆnlocui (i) cu (vi) Pentru oricex2 Rexista un controlu¸si2 (0,1)astfel ˆncˆaty(, x, u) = 0¸si T(y(t, x, u)) T(x) t pentru orice t2 [0, ). Sa demonstram acest fapt. Restrˆangem sistemul de control la mult¸imeaR \ {0}, folosim Principiul Brezis-Browder (Teorema 5.1) ¸si deducem ca exista o traiectorie saturata y(t, x, u) deﬁnita pe [0, ) care sa veriﬁce (i). Dar, din (v) rezulta ca este ﬁnit iar din (iv) rezulta ca y(, x, u) /2 FrR. Ramˆane y(, x, u) = 0, deci (vi) are loc. Sa presupunem ca avem o funct¸ie, s-o notam cuT1, care veriﬁca (vi), (ii), (iii), (iv) ¸si (v). Facem t ! ˆn (vi), folosim (iii) (deci T(y(, x, u)) = 0) ¸si obt¸inem T1(x) T(x). Luam ˆn (ii) toate traiectoriile care ating t¸inta ¸si obt¸inem T1(x) T(x). Funct¸iavaloare(ˆn cazul nostru funct¸ia timp optimal) ˆntr-o problema gene- rala de control este utila ˆn obt¸inerea unei legi de feedback care sa dea traiecto- ria optimala. Aceasta metoda generala de rezolvare a problemelor de control se nume¸ste metoda programarii dinamice. Funct¸ia valoare este solut¸ia unei ecuat¸ii cu derivate part¸iale de tip Hamilton-Jacobi care ˆn cazul problemei timpului optimal se nume¸ste ecuat¸ia lui Bellman. Cititorul interesat poate consulta [12] pentru rezul- tate ˆn aceasta direct¸ie. In studiul existent¸ei ¸si unicitat¸ii ecuat¸iei lui Bellman, ca de altfel a oricarei ecuat¸ii care provine dintr-o problema de control optimal, principiul de optimalitate al lui Bellman joaca un rol central. El a fost formulat ˆn 1953 de Richard Bellman. Capitolul 6 Probleme ¸si solut¸ii Problema 6.1FieV = {Vi; i2I}o familie local ﬁnita de submult¸imi ale lui X. Atunci (a)V = {Vi, i2I}este local ﬁnita; (b)[iVi=[iVi. 2I2I Solut¸ie(a) Fie x2X ¸si U o vecinatate deschisa a sa astfel ˆncˆat U \Vi=;, cu except¸ia unui numar ﬁnit de indici. Dar U \Vi=; implica ViX\U. Deoarece X\U este ˆnchisa rezultaViX\U ¸si deciVi\U = ;. (b) Este clar ca[iVi[iVi. Fie x /2 [iVi. Folosind (a), exista o vecinatate 2I2I2I deschisa U a lui x care intersecteaza cel mult un numar ﬁnit de mult¸imiVi. Daca nu intersecteaza nici una atunci U \ ([iVi) =; ¸si deci x /2[iVi. Daca U inter- 2I2I secteazaVi,· · ·,Viatunci mult¸imea U \ (\n(X\Vi) este o vecinatate deschisa 1nj=1j a lui x care nu intersecteaza[iVi. Deci x /2[iVi. 2I2I Problema 6.2Sa se arate printr-o demonstrat¸ie directa caRcu topologia uzuala este spat¸iu paracompact. Solut¸ieFieUo acoperire deschisa. Pentru ﬁecare n alegem un numar ﬁnit de elemente dinU care acopera intervalul [n, n+1] ¸si intersectam pe ﬁecare cu intervalul (n1, n+2). Se obt¸ine o familie de mult¸imi deschiseVn. Atunci familiaV = [nVn 2Z este o raﬁnare local ﬁnita a luiU. Problema 6.3Fie X un spat¸iu metric, g : X !Ro funct¸ie inferior semicon- tinua, f : X !Ro funct¸ie superior semicontinua astfel ˆncˆat f(x) < g(x) pentru orice x 2 X. Atunci exista o funct¸ie local lipschitziana, h : X !R, astfel ˆncˆat f(x) < h(x) < g(x) pentru orice x2X. 159 160O. Cˆarja Solut¸iePentru ﬁecare numar rat¸ional r consideram mult¸imea deschisa Ur={x; f(x) < r} \ {x; g(x) > r}. Familia{Ur} este o acoperire deschisa a luiX. Fie{Vi;i2I} o raﬁnare local ﬁnita a sa ¸si{pi;i 2 I} o partit¸ie local lipschitziana a unitat¸ii subordonata ei. Pentru ﬁecare i2I, ﬁe r(i) numarul rat¸ional pentru care ViUr. Deﬁnim (i) X h(x) =r(i)pi(x) i2I ¸si aratam ca aceasta este funct¸ia cautata. Intr-adevar, ﬁe x 2 X ¸si i 2 I cu proprietatea ca pi(x) > 0. Avem x2Ur¸si deci f(x) < r(i) < g(x). A¸sadar, (i) XXX f(x) =f(x)pi(x) <r(i)pi(x) =h(x) < g(x)pi(x) =g(x). Problema 6.4Fie X spat¸iu Banach. Consideram funct¸iile marginite ', : X ! Rastfel ˆncˆat este superior semicontinua,'este inferior semicontinua ¸si (x) '(x)pentru orice x 2 X. Sa se arate ca multifunct¸ia F : X !Rdeﬁnita prin F(x) = [ (x), '(x)] este inferior semicontinua. Solut¸ieFie x02X ¸si V un interval deschis ˆnR cu V\F(x0)6=;. Existav1, v22V cu (x0)< v1¸si'(x0)> v2. Datorita proprietat¸ilor de continuitate pentru ¸si ' avem lim sup (x) (x0)< v1 x!x0 ¸si v2< '(x0) lim inf'(x). x!x0 Rezulta ca exista o vecinatateU a luix0pentru care (x) < v1¸siv2< '(x) pentru x2U, ceea ce asigura ca F(x) \V 6=; pentru x2U. Sa observam ca are loc ¸si aﬁrmat¸ia: Daca F : X ;Reste inferior semicontinua cu valori compacte ¸si convexe atunci exista ¸si ' ca mai sus astfel ˆncˆat F(x) = [ (x), '(x)]. Problema 6.5Fie X spat¸iu Banach. Consideram funct¸iile marginite , ' : X ! Rastfel ˆncˆat este inferior semicontinua,'este superior semicontinua ¸si (x) '(x)pentru orice x 2 X. Sa se arate ca multifunct¸ia F : X ;Rdeﬁnita prin F(x) = [ (x), '(x)] este superior semicontinua. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii161 Solut¸ieFie x02 X ¸si mult¸imea V deschisa ˆnR astfel ˆncˆat F(x0) V . Exista deci v1, v2astfel ˆncˆat [v1, v2]V ¸si v1< (x0)'(x0)< v2. Obt¸inem v1< (x0) lim inf (x) lim sup'(x) '(x0)< v2, x!x0 x!x0 ceea ce conduce la existent¸a unei vecinatat¸i U a lui x0pentru care v1< (x) '(x) < v2 pentru x 2 U. Prin urmare, F(x) V pentru orice x 2 U.Ca ¸si ˆn Problema 6.4, sa observam ca orice multifunct¸ie F : X ;R superior semicontinua cu valori convexe ¸si compacte are forma indicata ˆn enunt¸. Problema 6.6Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T 2 L(X, Y )un operator surjectiv. Atunci, pentru orice mult¸ime compacta B Y, exista o mult¸ime compacta AX astfel ˆncˆat B T(A). Solut¸ieSe ia A = T1(B) ¸si se aplica faptul ca T1este multifunct¸ie inferior semicontinua. Vezi ¸si Problema 6.28. Altfel, se ia inversa la dreapta a funct¸iei T, ﬁe ea f, ¸si apoi se ia B = f(A). Problema 6.7Sa se arate ca multifunct¸ia F : [0, 1] ;R2deﬁnita prin F(x) = {(t, xt);t > 0}este inferior semicontinua pe [0, 1] dar nu este " inferior semi- continua ˆn nici un punct din [0, 1]. Solut¸ieFie ¸sirul (xn), xn! x0, ﬁe (t0, x0t0)2 F(x0) ¸si ﬁe ¸sirul (tn), tn>0, tn! t0. Este clar ca yn= (tn, xntn)2 F(xn) ¸si yn! y0. Sa aratam ca F nu este " inferior semicontinua ˆn x0= 0. Presupunem contrariul ¸si deducem ca exista > 0 astfel ˆncˆat pentru x 2 [0, 1] \S(0, ) avem F(0) F(x) +S(0, 1). Deci, pentru n2N exista tn> 0 astfel ˆncˆat (ntn)2+x2t2< 1. n Deducem astfel ca ¸sirul tneste marginit ¸si apoi ajungem la o contradict¸ie. Problema 6.8Determinat¸i F : X ;Rcare sa ﬁe inferior semicontinua ¸si cu valori compacte, X sa ﬁe mult¸ime compacta dinR, iar F(x) sa ﬁe nemarginita. Solut¸ieSe ia X = [0, 1] ¸si F : [0, 1] ;R deﬁnita prin F(x) = 0 daca x = 0 ¸si F(x) = [0, 1/x] pentru x > 0. 162O. Cˆarja Problema 6.9Fie X spat¸iu normat ¸si A, B X mult¸imi nevide. Aratat¸i ca e(A, B) < "implica e(convA, convB) ", unde e(A, B) este deﬁnit ˆn (2.6). Solut¸ieFie x2 convA. Exista (i), i = 1,· · ·, n ¸si xi2A astfel ˆncˆat x =Pixi. Din faptul ca e(A, B) < ", exista yi2 B astfel ˆncˆatkxiyik < ". Obt¸inem kxyk< " unde X y =iyi2 convB. Prin urmare, pentru orice x2 convA avem d(x, convB) < " ¸si deci e(convA, convB) ". Problema 6.10Sa se arate ca multifunct¸ia F :R;R2deﬁnita prin F(x) = {x} × (0,1)este " superior semicontinua dar nu este superior semicontinua. Solut¸ieFie " > 0 ¸si = ". Se veriﬁca u¸sor ca F(S(0, "))F(0) +S(0, "). Insa, daca se ia V= {(x, y); kyk< 1/kxk} ¸si x6= 0, este clar ca F(x) 6V . Problema 6.11Consideram o funct¸ie f : [0, T] !Rastfel incˆat pentru 0 t sT,f(s) +sf(t) +t. Presupunem ˆn plus ca exista o constantaM astfel incˆat pentru orice t2 [0, T), lim inff(s) f(t)M. s#tst Atunci f este lipschitziana pe [0, T]. Solut¸ieConsideram mult¸imea ˆnchisa D = epi(f) ¸si aratan ca este domeniu de viabilitate pentru ecuat¸ia diferent¸iala 80 ><(s) = 1 >:0 (s) =M, Pentru aceasta, trebuie sa aratam ca este veriﬁcata condit¸ia de tangent¸a. Din ipoteza, exista un ¸sir hn# 0 astfel ˆncˆat f(t + hn)f(t) +M(hn+ 1/n), Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii163 relat¸ie care se scrie ˆn forma (t, f(t)) +hn((1, M) + (0, 1/n)) 2 epi(f), ceea ce arata ca (1, M) 2TD((t, f(t))). Deci condit¸ia de tangent¸a se veriﬁca pentru punctele graﬁcului funct¸ieif. Celelalte puncte sunt interioare luiD, deci condit¸ia de tangent¸a se veriﬁca automat. Aplicam Teorema 2.10 ¸si deducem ca pentrus < Tt avem (t + s, f(t) +M s) 2D. Deci pentru tt1< Tavem f(t) +M(t1t)f(t1). Deoarece f este inferior semicontinua, inegalitatea de mai sus este veriﬁcata ¸si pentru t1=T. Aceasta, ˆmpreuna cu cealalta ipoteza asupra lui f implica (t1t)f(t1)f(t)M(t1t) pentru 0 t t1 T. Prin urmare, funct¸ia f este lipschitziana cu constanta M + 1. Problema 6.12FieF1, F2: [0, 1] ;R2deﬁnite astfel: F1(x) este triunghiulABC iar F2(x)este triunghiul ON Aunde punctele A, B, C, N, O au coordonatele respectiv(1, 0),(0, 1),(0, x),(1,1)¸si(0, 0). Sa se arate ca multifunct¸ia F : [0, 1] ;R2deﬁnita prin F(x) = F1(x) \F2(x) nu este inferior semicontinua de¸si F1¸si F2sunt inferior semicontinue cu valori compacte ¸si convexe. Solut¸ieEste evident ca F1¸si F2sunt inferior semicontinue, F(x) este segmentul OAdaca x = 0 ¸si punctul A daca x 2(0, 1].Multifunct¸ia F nu este inferior semicontinua ˆn origine. Intr-adevar, pentru xn= 1/n ¸si y0={O} 2 F(0), avem F(xn) ={A} ¸si deci nu exista yn2F(xn) astfel ca yn!y0. Problema 6.13In Problema6.12, F2este constanta ¸si ˆnchisa. Sa se arate ca daca F2este constanta deschisa iar F1este inferior semicontinua atunci F1\F2 este inferior semicontinua. Solut¸ieFie F1: X ; Y inferior semicontinua ¸si A Y deschisa astfel ˆncˆat F1(x) \A 6=; pentru x 2 X. Fie D deschisa ˆn Y. Avem de aratat ca mult¸imea {x; F1(x) \A\D 6=;} este deschisa, aﬁrmat¸ie care rezulta din semicontinuitatea inferioara a lui F1¸si din faptul ca A\D este deschisa. Problema 6.14FieF : X ;Y o multifunct¸ie stricta. Sa se arate ca dacaF1(y) este deschisa pentru orice y2Y atunci F este local select¸ionabila. 164O. Cˆarja Solut¸ieFie x02X ¸si y02F(x0). Este clar ca mult¸imea U = F1(y0) cont¸ine x0 ¸si este deschisa. Funct¸ia constanta f : U !Y, f(x) =y0, rezolva problema. Problema 6.15Fie mult¸imea Y = {1, 2, 3}pe care consideram topologia data de mult¸imile deschise;, Y,{1, 3},{2, 3},{3}. Fie F : R;Y deﬁnita prin ( F(x) ={1}daca x 0 {1, 3}daca x > 0. Aratat¸i caF este superior semicontinua darFnu este superior semicontinua. Care dintre ipotezele Propozit¸iei 2.4 (ii) nu este ˆndeplinita ˆn acest caz ? Solut¸ieSe aplica Teorema 2.1 de caracterizare a multifunct¸iilor superior semi- continue. Pentru aceasta se iau toate mult¸imile D,deschise ˆn Y,se calculeaza F+1(D) ¸si se constata ca sunt deschise ˆnR. De exemplu, daca D = {2, 3} atunci F+1(D) =;. Multifunct¸iaFeste deﬁnita prin ( F(x) ={1}daca x 0 ydaca x > 0. Se vede ca (F)+1({1, 3}) = (1, 0], ceea ce arata caFnu este superior semicon- tinua. Spat¸iul topologic Y nu este normal. Problema 6.16Construit¸i o multifunct¸ie F : X ;Y care nu este superior semi- continua dar pentru careFeste superior semicontinua. Solut¸ieConsideram F : R;R deﬁnita prin F(x) = (x 1, x + 1). Este clar ca {x; F(x) (1, 1)} = {0}, ceea ce, conform Teoremei 2.1, implica faptul ca F nu este superior semicontinua. Aratam acum caFeste superior semicontinua. Pentru aceasta putem aplica Teorema 2.5 (i), deoareceFare valori compacte. Aratam ca |x1x2|< " implica e(F(x1), F(x2))< ". Aceasta revine la urmatorul fapt: daca |x1x2|< " ¸si x1 1 < y < x1+ 1, atunci exista z cu x2 1 < z < x2+ 1 ˆncˆat|yz| < ". Ultima aﬁrmai¸e rezulta imediat luˆand z = y + x2x1. Prin urmare, pentru ﬁecare x02R, funct¸ia x 7! e(F(x), F(x0)) este continua ¸si deci, conform Teoremei 2.5 (i), multifunct¸ia F este superior semicontinua ˆn x0. Problema 6.17Dat¸i o demonstrat¸ie directa a Corolarului 2.1. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii165 Solut¸ieSa presupunem ca X ¸si Y sunt spat¸ii metrice. Altfel lucram cu ¸siruri generalizate. Vom folosi Teorema 2.3 (iv). Pentru aceasta, ﬁex02X, ﬁe mult¸imea deschisa V astfel ˆncˆat F(x0) V ¸si ﬁe (xn) un ¸sir convergent la x0. Presupunem ca F(xn)6V pentru n suﬁcient de mare. Exista deci un sub¸sir (xm) astfel ˆncˆat F(xm)\ (Y\V ) 6=;,8m2N. Se obt¸ine ¸sirul (ym) cu ym2F(xm) ¸si (ym) apart¸inˆand mult¸imii compacte Y \V . Exista deci un sub¸sir al lui (ym) notat (yk) astfel ˆncˆat yk!y02Y \V. Obt¸inem astfel cay0/2F(x0), ceea ce este ˆn contradict¸ie cu faptul ca Graf(F) este mult¸ime ˆnchisa. Problema 6.18Fie F : [0,1); [0,1)deﬁnita prin (1 }daca x > 0 F(x) =[0, x] [ {x {0}daca x = 0. Sa se arate ca Graf(F) este mult¸ime ˆnchisa iar F nu este superior semicontinua. Solut¸ieFie ¸sirurile (un), (vn) astfel ˆncˆat vn2F(un) pentru orice n2N, un!u ¸si vn! v. Daca u >0, atunci este evident ca v 2 F(u).Daca u = 0,trebuie sa aratam ca v = 0. Avem vn2[0, un] sau vn= 1/un. Deoarece ¸sirul (vn) este convergent ¸si un!0,avem vn2[0, un] pentru orice n suﬁcient de mare ¸si deci vn! 0. Multifunct¸ia F nu este superior semicontinua ˆn origine deoarece, luˆand V= [0, 1) (mult¸ime deschisa ˆn [0,1)), avem F(0) V ¸si{x; F(x) V} = {0}. Prin urmare nu exista U, vecinatate a lui 0, ˆncˆat F(U) V. Problema 6.19Fie funct¸iile ¸si ' ca ˆn Problema 6.4. Sa se arate ca exista o funct¸ie continua f astfel ˆncˆat (x) f(x) '(x) pentru orice x2X. Solut¸ieSe aplica Teorema de select¸ie a lui Michael multifunct¸iei F(x) = [ (x), '(x)]. Problema 6.20(Teorema mariajului)Fie X ¸si Y doua mult¸imi nevide ¸si F : X;Y o multifunct¸ie cu valori nevide ¸si ﬁnite. Presupunem card(A)card(F(A)) pentru orice mult¸ime ﬁnita AX. Atunci F are o select¸ie injectiva. 166O. Cˆarja Solut¸ieIn cazul cˆand X este ﬁnita, demonstrat¸ia se face prin induct¸ie dupa n = card(X). Pentru n = 1 se alege un element y 2 F(x). Presupunem rezultatul adevarat pentru oriceX cu card(X) < n ¸si luam unX cu card(X) =n. Se disting doua cazuri: (i) card(A) < card(F(A)) pentru orice A X, A6= X.In acest caz se ia x02 X ¸si y02 F(x0) ¸si se aplica presupunerea inductiva pentru X \ {x0}¸si Y\ {y0}. Construct¸ia select¸iei este evidenta. (ii) Macar pentru un AX, A6=X, avem card(A) = card(F(A)). In aceasta situat¸ie card(A) < n. Aplicam presupunerea inductiva ¸si construim o select¸ie injec- tiva pe A. Consideram o noua multifunct¸ie F1: X \A ; Y \F(A) care veriﬁca ipoteza din enunt¸ ¸si deci se aplica din nou ipoteza inductiva. Daca mult¸imea X este inﬁnita, consideram ﬁecare F(x) topologizat cu topologia discreta, deci F(x) este spat¸iu compact separat Hausdorﬀ. Luam produsul cartezianF= ×xF(x) 2X ¸si, conform teoremei lui Tychonoﬀ, spat¸iulFeste compact. Fie{x1, x2,· · ·, xn} o mult¸ime ﬁnita dinX ¸siG acea submult¸ime dinFpentru carep(xi)6=p(xj) pentru i6=j, i, j2 {1, 2,· · ·, n}. Aicip(xi) ˆnseamna componenta dinF(xi) a elementului dinF. Mult¸imeaGeste ˆnchisa ¸si nevida (conform pasului precedent). Clasa tu- turor mult¸imilorGare proprietatea intersect¸iei ﬁnite (tot din pasul precedent, pe baza faptului ca reuniunea ﬁnita a unor mult¸imi ﬁnite este ﬁnita) ¸si deci intersect¸ia tuturor este nevida. Este clar ca un element din aceasta intersect¸ie este select¸ia cautata. Solut¸ia prezentata aici a fost data de Paul Halmos ¸si Herbert Vaughan [43]. Problema 6.21Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T 2 L(X, Y ) un operator surjectiv. Urmatoarele aﬁrmat¸ii sunt echivalente : (i)Exista S 2L(Y, X) cu proprietatea T S = I; (ii)Exista un subspat¸iu liniar ˆnchis E a lui X astfel ˆncˆat X = kerTE. Sa se deduca de aici ca, daca X este spat¸iu Hilbert, atunci aﬁrmat¸ia de la (i) este adevarata. Solut¸iePresupunem (ii) ¸si deﬁnim T1: E ! Y prin T1(x) = T(x). Este u¸sor de vazut ca T1este liniar bijectiv ¸si continuu. Deci S = T1are acelea¸si proprietat¸i 1 ¸si ˆn plus veriﬁca T S = I. Presupunem acum (i). Este clar ca (ST)2=ST ¸si kerST = kerT. Pe de alta parte, daca exista un operator A 2 L(X, X) cu A2=A, atunci se veriﬁca u¸sor ca A(X) este mult¸ime ˆnchisa ¸si X = kerAA(X). Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii167 Problema 6.22Fie t02R¸si x02Rn,(t0, x0)2 D Rn+1, Ddeschisa ¸si F: D ;Rninferior semicontinua cu valori nevide ˆnchise ¸si convexe. Atunci incluziunea diferent¸iala x0(t)2F(t, x(t)), x(t0) =x0, are o solut¸ie x(t)de clasa C1pe o vecinatate a lui t0. In plus, exista o solut¸ie de clasa C1care este maximala. Solut¸ieSe aplica teorema de select¸ie a lui Michael, se determina o select¸ie continua f : D!Rna lui F ¸si se aplica teorema clasica a lui Peano. Problema 6.23Fie X ¸si Y spat¸ii metrice, F : X ; Y o multifunct¸ie inferior semicontinua, AX o mult¸ime ˆnchisa ¸si nevida ¸si f : A!Y o funct¸ie continua cu f(x)2 F(x)pentru orice x 2 A. Sa se arate ca multifunct¸ia G : X ; Y deﬁnita prin G(x) ={f(x)}pentru x 2 A ¸si G(x) = F(x)pentru x /2 A este inferior semicontinua. Sa se deduca faptul ca daca Y este spat¸iu Banach atunci f se poate prelungi la tot spat¸iul cu pastrarea continuitat¸ii. Solut¸ieVom folosi caracterizarea cu ¸siruri a semicontinuitat¸ii inferioare. Fiex02 X, y02 G(x0) ¸si xn! x0. Daca x02 A atunci y0= f(x0). Pentru acele valori n pentru care xn2 A, consideram yn= f(xn) iar pentru celelalte consideram yn2 F(xn) dat de semicontinuitatea inferioara pentruF ˆnx0. Este clar cayn2G(xn) ¸si yn!y0. Daca x0/2A, cum A este ˆnchisa, se poate considera xn/2A pentru orice n ¸si se ia yn2F(xn) =G(xn) cu yn! y0. Pentru partea a doua, se ia F(x) =Y pentru orice x 2 X, se construie¸ste G ca mai sus ¸si apoi se aplica Teorema de select¸ie a lui Michael. Problema 6.24Sa se arate ca daca A este o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ˆntr-un spat¸iu liniar topologic ¸si 0 2A atunci A este ideal convexa. 1 Solut¸ie.Fie (n) un ¸sir cu n 0 ¸siPn= 1, ﬁe (xn) un ¸sir ˆn A marginit =1n 1 astfel ˆncˆat seriaPnxneste convergenta. Luam m 1 ¸si scriem =1n 01 m1 XX 02A. nxn+@nA n=1n=m+1 Cum A este ˆnchisa, 1 X nxn2A. n=1 168O. Cˆarja Problema 6.25Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, T 2 L(X, Y )¸si L un con convex ˆnchis ˆn X. Presupunem ca T(L) = Y. Atunci exista >0astfel ˆncˆat, daca kSTk< , avem S(L) =Y. In plus, exista > 0 ˆncˆat pentru S 2L(X, Y ) cu kSTk < avem: pentru orice y 2 Y ecuat¸ia Sx = y are o solut¸ie x 2 L care veriﬁcakxk kyk. Solut¸ie.Se procedeaza ca ˆn demonstrat¸ia Teoremei lui Graves. Pentru y 2Y se construie¸ste inductiv un ¸sir (n) astfel: 0= 0 iar ncu n 1 este astfel ˆncˆat T(n) =yS(n), n11 nn12L, knk !kyS(n)k. n11 Acest fapt este posibil deoarece procesul convex ˆnchis ( F(x) =T xpentru x2L ;pentru x /2L este surjectiv ¸si deci, pe baza Teoremei 3.2, exista ! > 0 astfel ˆncˆat, daca y 2Y , exista x2L cu T x = y ¸sikxk !kyk. Deducem T(n) = (TS)(n), n11n2 deci knk !knk. n11n2 Daca < 1/2! avem knk 1knk. n11n2 2 Obt¸inem astfel ca ¸sirul (n) este Cauchy, deci convergent. Fie limita sa. Deducem ˆn ﬁnal ca 2L, y = S,k1k !kyk, knk k1k + k2k + · · · + knk 1n1 1 +1+· · · +1!kyk 2!kyk, 22n1 decikk 2!kyk. A¸sadar, concluzia are loc cu < 1/2! ¸si = 2!. Problema 6.26Sa se arate ca mult¸imea operatorilor surjectivi din L(X, Y ) este deschisa. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii169 Solut¸ie.Rezulta din Problema 6.25 luˆandL = X. Sa prezentam o alta solut¸ie. Se ¸stie [101] ca operatorulT 2L(X, Y ) este surjectiv daca ¸si numai daca exista > 0 astfel ˆncˆat kTyk kyk,8y2Y. Fie S 2L(X, Y ) cukTSk< . Avem kSyk k(ST)yk + kTyk ( kTSk)kyk. Problema 6.27Fie X, Y, Zspat¸ii Banach, A 2 L(X, Z)¸si B 2 L(Y, Z)astfel ˆncˆat A(X) B(Y ). Sa se arate ca exista o funct¸ie continua f : Y ! X cu proprietatea Af = B. Solut¸ieSe considera multifunct¸ia F(y) = A1By care, pe baza Corolarului 3.2, veriﬁca ipotezele Teoremei de select¸ie a lui Michael. Select¸ia furnizata de aceasta teorema este funct¸ia ceruta. Problema 6.28Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T 2 L(X, Y )un operator surjec- tiv. Atunci multifunct¸ia F : Y ; X deﬁnita prin F(y) = T1(y)este inferior semicontinua. Multifunct¸ia F nu este superior semicontinua dacaker(T) 6={0}. Solut¸ie Se aplica principiul aplicat¸iilor deschise. Prin urmare,T(D) este deschisa daca D este deschisa. Se veriﬁca u¸sor caF1(D) = T(D). Pentru ca F sa ﬁe superior semicontinua ar trebui ca T sa duca orice mult¸ime ˆnchisa ˆntr-o mult¸ime ˆnchisa, ceea ce, ˆn condit¸iile date este fals. Pentru a dovedi acest fapt, luam A = {n x0+1x1; n 1}, n unde x02 ker(T), x06= 0 iar x1este astfel ˆncˆat T x16= 0. Mult¸imea A este ˆnchisa iar mult¸imea T(A) ={1T x1; n 1} n nu este ˆnchisa. Intr-adevar, 02T(A) ¸si 0 /2T(A). Problema 6.29Fie X ¸si Y spat¸ii Banach, K X ¸si M Y mult¸imi nevide convexe ¸si ˆnchise, T 2 L(X, Y ), C(y) ={x 2 K; T x2 M + y}¸si x02 C(0). Presupunem ca 0 2 int(T(K) M). Atunci exista > 0 astfel ˆncˆat, pentru orice x2K ¸si y2Y cukyk , d(x, C(y)) 1d(T xy, M)(1 +kxx0k). 170O. Cˆarja Solut¸ieSe aplica Teorema 3.2 multifunct¸iei deﬁnite prin F(x) =T xM pentru x2K ¸si F(x) =; pentru x /2K. Este clar ca d(y, F(x)) =d(T xy, M). Problema 6.30In condit¸iile Problemei 6.29presupunem ˆn plus ca mult¸imile K ¸si M sunt conuri ¸si T(K) M = Y. Aratat¸i ca multifunct¸ia C este lipschitziana. Solut¸ieSe arata cu u¸surint¸a ca multifunct¸ia C veriﬁca ipotezele Corolarului 3.6. Problema 6.31Sa se demonstreze Teorema de inversare locala(T eorema3.11) stabilind convergent¸a algoritmului lui Newton xn=xn+f0(xn)1(yf(xn)) +1 la solut¸ia ecuat¸iei f(x) =y. Solut¸iePentru k2 (0, 1) alegem r > 0 astfel ˆncˆat kf0(x) f0(x0)k k 3kf0(x0)1k pentru orice x2B(x0, r) ¸si x2k kf(x1)f(x2)f0(x0)(x1x2)k kkx1(6.1) 3kf0(x0)k pentru oricexi2B(x0, r), i = 1, 2. ConsideramA = If0(x0)1f0(x) ¸si observam ca, din prima inegalitate de mai sus, avemkAk k/3 pentru x 2 B(x0, r). Prin urmare, IA este inversabil ¸si k(IA)1k 3/(3k). Obt¸inem astfel ca, daca x2B(x0, r), f0(x) este inversabil ¸si kf0(x)1k 3kf0(x0)1k. 3k Consideram acum y veriﬁcˆand kf0(x0)1(f(x0)y)k< r(1 k) Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii171 ¸si construim ¸sirul (xn) prin algoritmul lui Newton. Este clar ca x12 B(x0, r). Presupunem ca x1,· · ·, xnapart¸in mult¸imii B(x0, r) ¸si observam ca xnk 1 kf(xn)yk = kf(xn)f(xn)f0(xn)(xnxn)k 2kkxn 111 3kf0(xn)1k ¸si kxnxnk 3kf0(x0)1kkf(xn)yk. +1 3k Se deduce astfel ca xn2B(x0, r), (xn) este ¸sir Cauchy, deci converge la o solut¸ie +1 a ecuat¸iei f(x) =y. Din (6.1) rezulta u¸sor ca solut¸ia este unica ˆn B(x0, r). Problema 6.32Fie X ¸si Y spat¸ii Banach ¸si T 2 L(X, Y ) un operator surjectiv. Sa se arate ca pentru ﬁecare > 1 exista o funct¸ie continua ¸si omogena f : Y ! X, astfel ˆncˆat T f = I ¸si kf(y)k inf{kxk; T x = y}. Solut¸ieConsideram funct¸ia : Y !R deﬁnita prin (y) = inf{kxk; T x = y}. Aratam ca este continua. Pentru aceasta, se veriﬁca u¸sor ca are proprietat¸ile normei, iar apoi, pe baza Teoremei aplicat¸iilor deschise, exista k > 0 ˆncˆat pentru oricey2Y exista x2X cu T x = y ¸sikxk kkyk. Aceasta arata ca (y) kkyk. Deci funct¸ia este continua ˆn origine ¸si deci este continua peste tot. De fapt este o norma echivalenta cu norma luiY. ConsideramU(0, 1) ={y2Y ; kyk = 1} ¸si deﬁnim multifunct¸ia F : U(0, 1) ;X prin (1 F(y) =T(y) \ {x2X; kxk< (y)}daca (y) > 0 ;daca (y) = 0. Multifunct¸ia F este inferior semicontinua deoarece, pentru o mult¸ime D deschisa ˆn X, F1(D) este mult¸imea acelor y 2 U(0, 1) cu proprietatea ca exista x 2 D cu T(x) = y ¸sikxk < (y). Aceasta mult¸ime este deschisa ˆn U(0, 1) ¸si deci ˆn Dom(F). In sfˆar¸sit, multifunct¸ia F1=Feste inferior semicontinua ¸si are valori ˆnchise ¸si convexe. Fieg o select¸ie continua a sa, rezultata din Teorema de select¸ie a lui Michael. Deﬁnim h(y) =kykg(y/kyk) pentru y 6= 0 ¸si h(0) = 0. Funct¸ia h are proprietat¸ile cerute lui f cu except¸ia faptului ca este numai pozitiv omogena. Funct¸ia cautata este f(y) = (h(y) h(y))/2. 172O. Cˆarja Problema 6.33Mult¸imea numerelor rat¸ionale nu se poate scrie ca o intersect¸ie numarabila de mult¸imi deschise (nu este de tip G). Solut¸iePresupunem, prin reducere la absurd, ca avemQ = \WncuWndeschise. Pentru ﬁecare q2Q ﬁe Vq=R\ {q} ¸si A = {Wn;n2N} [ {Vq;q2Q}. Mult¸imile dinA sunt deschise ¸si dense ˆnR. Conform Teoremei lui Baire (Propozit¸ia 6.25), intersect¸ia lor este densa ˆnR. Pe de alta parte,\WnQ iar \VqR\Q, contradict¸ie. Problema 6.34Nu exista funct¸ii f :R!Rcontinue peQ¸si discontinue pe R\Q. Solut¸ieFie f : R!R o funct¸ie. Pentru ﬁecare n = 1, 2,· · · deﬁnim mult¸imea [1 Un={U; U deschisa ˆnR, diamf(U) <}. n Este u¸sor de vazut ca mult¸imile Unsunt deschise ¸si dense ˆnR. Mai mult, C = \Uneste exact mult¸imea punctelor ˆn care f este continua. Am aratat a¸sadar ca mult¸imea punctelor ˆn care f este continua este de tip G. Rezolvarea se ˆncheie daca se are ˆn vedere Problema 6.33. Problema 6.35Sa se construiasca o funct¸ie f : R!Rcare sa ﬁe continua pe R\Q¸si discontinua pe Q. Solut¸ieSe considera o funct¸ie bijectiva h : N!Q, se ia qn= f(n) ¸si apoi se deﬁne¸ste f(qn) = 1/n peQ ¸si f(x) = 0 peR\Q. Problema 6.36Pentru ﬁecare numar natural n, ﬁe Unmult¸imea funct¸iilor f 2 C[0, 1] astfel ˆncˆat pentru ﬁecare x2 [0, 1 n1], () supf(y) f(x);x < y < x +1> n. yxn Demonstrat¸i ca ﬁecare Uneste deschisa ¸si densa ˆn C[0, 1]. Deducet¸i de aici ca mult¸imea funct¸iilor f 2 C[0, 1], pentru care exista un punct xf2 [0, 1) ˆn care f este derivabila la dreapta, este de prima categorie. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii173 Solut¸ieFixam n02N. Pentru a arata ca Uneste deschisa, este suﬁcient sa 0 aratam ca daca (fm) este un ¸sir ˆnC[0, 1]\Unconvergent laf0ˆnC[0, 1], atuncif02 0 C[0, 1]\Un. Faptul caUneste densa ˆnC[0, 1] rezulta din Teorema de aproximare a 00 lui Weierstrass. A¸sadar, mult¸imeaC[0, 1] \ (\Un) este de prima categorie ˆnC[0, 1]. Faptul ca o funct¸ie din mult¸imea C[0, 1], care este derivabila la dreapta ˆntr-un punct din [0, 1), nu poate sa apart¸ina oricarui Unˆncheie rezolvarea. Problema 6.37Sa se arate ca o funct¸ie superior semicontinua deﬁnita pe un spat¸iu Banach cu valori reale este continua pe un rezidual. Solut¸ieFie funct¸ia superior semicontinua f : X !R,Q={rn, n2N}, An= f1(1, rn) ¸si Dn= An\ intAn. Mult¸imile Dnsunt rare ¸si f este supe- rior semicontinua ˆn ﬁecare punct al complementarei mult¸imii[Dn. Intr-adevar, presupunem x /2 [Dn¸si > f(x). Alegem rk2 (f(x), ). Deoarece x /2Dkavem x2 intAk=f1(1, rk]f1(1, ). Problema 6.38Fie X spat¸iu Banach ¸si f : X !X o contract¸ie. Atunci funct¸ia : X 2X deﬁnita prin (x) =x + f(x) este homeomorﬁsm de la X la X. Solut¸ieFunct¸ia este continua si injectiva. Consideram funct¸ia g : X×X !X deﬁnita prin g(x, y) = y f(x). Funct¸ia x 7! g(x, y) are punct ﬁx unic '(y). Obt¸inem '(y) =yf('(y)) adica ('(y)) =y, ceea ce arata ca este funct¸ie surjectiva iar ' este inversa sa la dreapta. Cum este ¸si injectiva, funct¸ia este bijectiva, inversa ei este ' care este continua conform Teoremei 4.3. Problema 6.39Demonstrat¸i Teorema de punct ﬁx al lui Banach folosind Princip- iul lui Ekeland. Solut¸ieEnunt¸ul este dat ˆn Teorema 4.1 iar Principiul lui Ekeland ˆn Teorema 5.3. Consideram f(x) = (x, F(x)) ¸si " = f(x). Dat > 0, exista z astfel ˆncˆat (x, z) ¸si f(u) + ("/)(u, z) f(z),8u. Punem u = F(z). Atunci, f(u) =(F(z), F(F(z))) (z, F(z)) =f(z), deci ( + "/)f(z) f(z). 174O. Cˆarja Daca alegem > (1)1" obt¸inemf(z) = 0. Deciz este punctul ﬁx cautat. Cum poate ﬁ ales arbitrar cu proprietatea > (1 )1", obt¸inem imediat (x, z) (1 )1", ceea ce ˆncheie rezolvarea daca avem ˆn vedere ca " = (x, F(x)). Problema 6.40Fie mult¸imea C = {x = (x1,· · ·, xp);|xi| 1,8i = 1,· · ·, p} ¸si funct¸ia continua g : C !Rp, g = (g1, g2,· · ·, gp). Presupunem gi(x1,· · ·, xi,1, xi,· · ·, xp) 0;gi(x1,· · ·, xi, 1, xi, ..., xp) 0 1+11+1 pentru orice (x1, x2, ..., xp)2 C ¸si i = 1,· · ·, p. Atunci exista x2 C astfel ˆncˆat g(x) = 0. Solut¸ieIntr-o prima etapa presupunem ca inegalitat¸ile din ipoteza sunt stricte. Punem fi(x) = xi "igi(x). Exista "i>0 cu1 fi(x)1 pe C pentru orice i. Deci se poate aplica Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer. In etapa a doua presupunem inegalitat¸ile din ipoteza ¸si consideram funct¸iag"(x) =g(x) "x, " > 0. Aplicˆand rezultatul din prima etapa deducem ca exista x"2 C astfel ˆncˆat g"(x") = 0. Exista un ¸sir (x") convergent ¸si ﬁexlimita sa pentru"n! 0. Obt¸inem n a¸sadar g(x) = 0, ceea ce ˆncheie rezolvarea. Am aratat ca daca Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer este adevarata atunci rezulta Teorema 4.5. Avem de fapt echivalent¸a ˆntre cele doua teoreme. Intr-adevar, ﬁind data funct¸ia continua f : C !C, notam g(x) =f(x) x ¸si observam ca sunt veriﬁcate inegalitat¸ile din Teorema 4.5. Prin urmare exista x2 C astfel ˆncˆat g(x) = 0 ¸si xeste punct ﬁx pentru f. Problema 6.41Fie r0> 0, Y un spat¸iu ﬁnit dimensional ¸si g : Y !Y o funct¸ie continua cu proprietateakg(y) yk (1/2)kykpentrukyk r0. Aratat¸i ca pentru 0< rr0avem B(0, r/2)g(B(0, r)). Solut¸ieFixam y 2 B(0, r/2) ¸si aplicam Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer (Teorema 4.4) funct¸iei h(z) =g(z) +z + y. Este u¸sor de vazut ca h duce sfera B(0, r) ˆn ea ˆnsa¸si deci exista z02B(0, r) astfel ˆncˆat g(z0) +z0+y = z0 ¸si deci y = g(z0). Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii175 Problema 6.42Fie funct¸ia g : l2! l2deﬁnita prin g(x) = (0, 1, 2,· · ·), unde x = (1, 2,· · ·), ¸si funct¸ia f : l2!l2deﬁnita prin f(x) =1 kxke + g(x), 2 unde e = (1, 0,· · ·). Ara tat¸i ca f(B(0, 1)) B(0, 1), f este continua dar nu are nici un punct ﬁx. Solut¸ieSe veriﬁca u¸sor ca g este liniara ¸sikg(x)k=kxk. Prin urmare, g este continua ¸sig(B(0, 1))B(0, 1). Mai mult,f este continua ¸sikf(x)k 1/2+kxk/2, deci f(B(0, 1))B(0, 1). Sa aratam ca f nu are nici un punct ﬁx. Prin reducere la absurd, presupunem ca exista x0= (1, 2,· · ·) cu proprietatea f(x0) = x0. Un calcul simplu arata ca1= (1 kx0k)/2,2=1,· · · Deci n= (1 kx0k)/2 pentru orice n = 1, 2 · · · Deoarece x02 l2, urmeaza n= 0 pentru orice n ¸sikx0k= 1, contradict¸ie. Problema 6.43Fie X spat¸iul Banach al funct¸iilor f : R!Rmarginite ¸si con- tinue, inzestrat cu norma supremum. Fie K = {f2X; kfk 1,limf(t) = 1,limf(t) =1}. t!+1t!1 Sa se arate ca mult¸imea K este marginita convexa ¸si ˆnchisa ˆn X dar nu are proprietatea de punct ﬁx, adica exista F : K !K continua fara puncte ﬁxe. Sa se deduca de aici ca mult¸imea K nu este compacta. Solut¸ieDeﬁnim F : X ! X prin F(f)(t) = f(t 1). Este clar ca F este continua (este liniara ¸si marginita) ¸sikF(f)k = kfk. In plus limF(f)(t) = 1 ¸si t!+1 limF(f)(t) =1. Totu¸si F nu are punct ﬁx. Presupunem ca F(f0) = f0. Deci t!1 f0(t 1) = f0(t) pentru orice t 2R. Rezulta de aici ca f0(0) = f0(k) pentruZ, ceea ce contrazice faptul ca limf0(k) = 1 ¸si limf0(k) =1. t!+1t!1 Problema 6.44FieX un spat¸iu Banach,T : X !X o funct¸ie continua care duce mult¸imi marginite ˆn mult¸imi compacte ¸si are proprietatea limkT(x)k= 0. kxk!1kxk Atunci, pentru ﬁecare > 0 ¸si y2X, ecuat¸ia x = T (x) +y are solut¸ie ˆn X. 176O. Cˆarja Solut¸ieFie funct¸ia f : X ! X deﬁnita prin f(x) = T (x) +y. Vom arata ca exista > 0 astfel ˆncˆat dacakxk atuncikf(x)k . Se aplica apoi Teorema lui Schauder. Este clar ca limkf(x)k= 0. kxk!1kxk Deci exista M >0 astfel ˆncˆat dacakxk > Mavemkf(x)k kxk. Pe de alta parte, exista r > 0 astfel ˆncˆat dacakxk M atuncikf(x)k r. Daca r M se ia = M iar daca r > Mse ia = r. Problema 6.45(von Neumann)Fie X ¸si Y mult¸imi nevide convexe compacte ˆn Rm¸si respectivRn. FieM ¸siN submult¸imi ˆnchise ˆnX×Y astfel ˆncˆat mult¸imile Mx={y; (x, y) 2 M}¸si Ny={x; (x, y) 2 N}sunt nevide ¸si convexe pentru orice x2X ¸si y2Y. Atunci M \N 6=;. Solut¸ieSe considera multifunct¸ia F : X×Y ;X×Y deﬁnita prin F(x, y) =Ny×Mx ¸si aplicam Teorema lui Kakutani. Mult¸imea X ×Y este convexa ¸si compacta ˆn Rm×RniarF are valori ˆnchise ¸si convexe. In plus Graf(F) este ˆnchis. Corolarul 2.1 implica faptul ca F este superior semicontinua deci are cel put¸in un punct ﬁx (x0, y0). Rezulta x02Ny¸si y02Mx, deci (x0, y0)2M \N. 00 Este interesant de observat ca rezultatul lui von Neumann este de fapt echiva- lent cu cel al lui Kakutani. Intr-adevar, daca presupunem adevarata aﬁrmat¸ia din Problema 6.45 ¸si consideram K, F ¸si X ca ˆn Teorema lui Kakutani, punem M = Graf(F), N = {(x, x); x2X} ¸si observam ca elementele mult¸imiiM\N sunt puncte ﬁxe pentru F. Problema 6.46Fie X spat¸iu compact ¸si F : X ; X o multifunct¸ie superior semicontinua cu valori ˆnchise. Atunci, exista o mult¸ime compacta C X astfel ˆncˆat F(C) =C. Solut¸ieConsideram Xn= F(Xn), n 1, cu X0= X. Avem Xn Xn, 11 deci C = \Xneste nevida ¸si compacta. Mai mult, F(C) C. Pentru incluziunea reciproca, presupunemc02C\F(C) ¸si separamF(C) ¸sic0prinG1¸siG2disjuncte ¸si deschise. Mult¸imea F1(G1) este deschisa ¸si cont¸ine C. In plus, XnF1(G1) pentru n suﬁcient de mare, de unde rezulta XnG1, deci C G1, contradict¸ie +1 cu faptul ca c02G2. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii177 Problema 6.47Fie mult¸imea K l2deﬁnita prin K = {x = (n);|n| 1} n ¸si funct¸ia continua f : K !K. Sa se arate ca f are cel put¸in un punct ﬁx. Solut¸ieAratam ca mult¸imeaK este convexa ¸si compacta ¸si apoi aplicam Teorema lui Schauder. Convexitatea ﬁind evidenta, sa demonstram compactitatea. Pentru " > 0, ﬁe n"astfel ˆncˆat 1 X1 < "2. n=n"n2 Consideram mult¸imea K"K, K"={(1, 2,· · ·, n, 0,· · ·)}. " Deoarece KK"+"B(0, 1), ¸si avˆa nd ˆn vedere ca mult¸imea K"este compacta, urmeaza ca mult¸imea K este total marginita, deci compacta. Sa prezentam o alta demonstrat¸ie a compactitat¸ii mult¸imii K. Pentru aceasta vom arata ca mult¸imea K este homeomorfa cu spat¸iul produsQnInunde In= 2N I = [0, 1] pentru orice n2N. Pentru aceasta, deﬁnim :QnIn!K prin 2N ((n)) = (1,2,· · ·,n,· · ·). 2n Este evident ca funct¸ia este bijectiva. Sa aratam ca este continua. Fiex = (n), " > 0, n"ˆncˆat X1"3 < n>n"n28 ¸si U = U1×U2× · · · ×Un×I×I× · · · " o vecinatate a lui x, unde Ui={xi2I; |xi|<"p}. i 2n" Dacax = (n)2U, avem n"n"2 X11X2 |n|2<|n|<" nn n=1nnn=12 178O. Cˆarja ¸si Xn2 knk2<". n>n"nn2 Am obt¸inut a¸sadar ca, dacax2U, k (x) (x)k< " ¸si deci este continua ˆnx. Faptul ca 1este continua urmeaza dintr-un rezultat general (¸si u¸sor de demonstrat) care aﬁrma ca daca este bijectiva ¸si continua de la un spat¸iu compact la un spat¸iu separat Hausdorﬀ atunci f1este continua. Trebuie sa precizam ˆnsa ca pentru a rezolva problema noastra nu e nevoie ca sa ﬁe homeomorﬁsm ci e suﬁcient sa ﬁe surjectiva deoarece imaginea printr-o funct¸ie continua a unui spat¸iu compact este compacta. Subliniem ca aici se aplica Teorema lui Tychonoﬀ care aﬁrma ca un produs de spat¸ii compacte este spat¸iu compact. Precizam ca Andrei N. Tikhonov a publicat rezultatul ˆn 1935 [90] ¸si ca ˆn 1950 John Kelley [51] a aratat ca ea este echivalenta cu axioma alegerii. Problema 6.48Folosind Teeorema 4.18, sa se arate ca inegalitatea variat¸ionala hT(x0), xx0i 08x2K are solut¸ie x02K ˆn ipoteza ca T : K X !Xeste continua iar K este nevida convexa ¸si compacta ˆn spat¸iul Banach X. Solut¸iePresupunem, prin reducere la absurd, ca pentru oricex02K existax2K ˆncˆat hT(x0), xx0i< 0. Deﬁnim multifunct¸ia F : K ;K prin F(x0) ={x2K; hT(x0), xx0i< 0} ¸si observam caF(x0) este nevida ¸si convexa. Sa aratam caF1(x) este deschisa ˆn K pentru ﬁecare x2K. Observam ca F1(x) ={x02K;hT(x0), xx0i< 0}. Aratam ca mult¸imeaK\F1(x) este ˆnchisa. Fie (xn) un ¸sir dinK\F1(x) cuxn! y. AvemhT(xn), xxni 0 ¸si din continuitatea lui T deducemhT(y), xyi 0. Obt¸inem astfel y2K\F1(x). Folosim Teorema 4.18 pentru a conchide ca exista x02K astfel ˆncˆat x02F(x0), ceea ce este ˆn contradict¸ie cu deﬁnit¸ia lui F(x0). Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii179 Problema 6.49Se considera sistemul de ecuat¸ii gi(x) = 0, i = 1, 2,· · ·, p unde gi:B(0, r) !Rsunt funct¸ii continue. Presupunem ca p X gi(x)xi 0 i=1 pentrukxk = r. Aici x = (xi). Sa se arate ca sistemul are cel put¸in o solut¸ie. Solut¸ieFie g = (g1,· · ·, gp) ¸si presupunem ca g(x) 6= 0 pentru orice x 2 B(0, r). Deﬁnim funct¸ia f(x) =rg(x)/kg(x)k care este continua ¸si satisface f(B(0, r)) B(0, r). Fie x un punct ﬁx pentru f asigurat de Teorema de punct ﬁx a lui Brouwer. Este clar cakxk = r ¸si ˆn plus ppp X1X1X2 gi(x)xi=kg(x)kfi(x)xi=kg(x)kx< 0. i i=1ri=1ri=1 Contradict¸ia la care am ajuns asigura existent¸a unei solut¸ii pentru ecuat¸iag(x) = 0. Problema 6.50Fie U = {x 2R2;kxk = 1}. Presupunem ca funct¸ia continua g : U !U este homotopa cu o funct¸ie constanta pe U. Aratat¸i ca exista o funct¸ie continua u : U !Rastfel ˆncˆat g(x) = exp(iu(x)) pentru orice x2U. Solut¸ieFie H : U × [0, 1] !U o funct¸ie continua cu proprietatea ca H(x, 0) =c ¸si H(x, 1) = f(x) pentru orice x 2 U. Deoarece H este uniform continua, exista > 0 astfel ˆncˆat kH(x, t)H(x, t0)k< 2 pentru|t t0| < ¸si x 2 U. Fie 0 = t0< t1<· · · < tn= 1 o divizare a intervalului [0, 1] astfel ˆncˆat|tjtj| < . Vom arata ca daca H(x, tj) este de +1 forma exp(iuj(x)) atunci ¸si H(x, tj) este de aceea¸si forma. Deoarece +1 kH(x, tj)H(x, tj)k< 2 +1 avem ca H(x, tj)6=H(x, tj) ¸si deci H(x, tj)/H(x, tj)6=1. Deﬁnim funct¸ia +1+1 : U !R ˆncˆat (x) sa egaleze masura ˆn radiani a punctului H(x, tj)/H(x, tj) +1 de pe cercul trigonometric. Este clar caH(x, tj) = exp(iuj(x)) undeuj(x) = +1+1+1 (x) +uj(x). Cum H(x, t0) = c este de forma exp(iu0(x)) urmeaza ca ¸si f(x) = H(x, tn) este de forma ceruta. 180O. Cˆarja Problema 6.51Aratat¸i ca mult¸imea U deﬁnita ˆn Problema 6.50 este contractibi- la, adica aplicat¸ia identica pe U nu este homotopa cu o funct¸ie constanta. Solut¸iePresupunem contrariul ¸si, conform Problemei 6.50, deducem ca exista o funct¸ie continua u : U !R astfel ˆncˆat x = exp(iu(x)) pe U. Deﬁnim g : U ! {1, 1} prin g(x) =u(x) u(x). |u(x) u(x)| Este clar ca g este bine deﬁnita, continua ¸si ia ambele valori1 ¸si 1 deoarece g(x) =g(x). Acest fapt este ˆn contradict¸ie cu proprietatea mult¸imii U de a ﬁ conexa. Problema 6.52Fie 2R¸si g2C[a, b]. Atunci ecuat¸ia integrala Zb f(t) =sing(t)dt + g(t) a are o solut¸ie f 2C[a, b]. Solut¸ieSe aplica Principiul Leray-Schauder (Teorema 4.14). R1 Problema 6.53Aratat¸i ca funct¸iaf(x) =(tx(t))2dtnu are punct de minim pe 1 mult¸imea M = {x2C1[1, 1]; x(1) = 0, x(1) = 1}. Acesta este exemplul dat de Weierstrass ˆn 1870 pentru a arata ca o problema de minim ˆn calculul variat¸iilor nu are ˆntotdeauna solut¸ie. Solut¸ieSe considera ¸sirul (xn) deﬁnit prin xn(t) =1+1arctannt. 22arctann Un calcul simplu arata ca ZnZ1 22 f(xn) =1sds1sds. 2n2arctannn(1 +s2)22n2arctann1(1 +s2)2 Este clar ca infxf(x) = 0 iar (xn) este un ¸sir minimizant. Pe de alta parte, daca 2U x ar ﬁ punct de minim, am aveatx(t) = 0 pentru oricet2 [1, 1] ceea ce ar conduce la faptul ca funct¸ia x este constanta, ˆn contradict¸ie cu x(1) = 0 ¸si x(1) = 1. Un alt exemplu, mai simplu, de problema de minim ˆn calculul variat¸iilor care R1 nu are solut¸ie este oferit de funct¸ia deﬁnita prin f(x) =x2(t)dt ¸si de mult¸imea 0 M={x 2 C1[0, 1]; x(0) = 0, x(1) = 1}. Este u¸sor de vazut ca ¸sirul de funct¸ii deﬁnit prin xn(t) =tneste ¸sir minimizant. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii181 Problema 6.54Fie X un spat¸iu Banach, M X o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ¸si f : M !X o funct¸ie inferior semicontinua ¸si convexa. Atunci f este secvent¸ial inferior semicontinua. Solut¸iePentru ﬁecare r 2R mult¸imea de nivel Mr={x 2 M; f(x) r} este convexa ¸si ˆnchisa. Daca, prin reducere la absurd, concluzia ar ﬁ falsa ar exista un ¸sir (xn) ˆn M convergent slab la x ¸si f(x) > lim inff(xn). n!1 Exista deci un numar r astfel ˆncˆat r < f(x) ¸si xn2Mrpentru orice nn0. Deci x2Mr, ceea ce reprezinta o contradict¸ie. Problema 6.55FieX un spat¸iu Banach, M X o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ¸si f : M !X o funct¸ie Gateaux diferent¸iabila cu derivataf0monotona peM. Atunci feste secvent¸ial inferior semicontinua. Solut¸ie Funct¸ionala f02Xeste monotona daca hf0(y) f0(x), yxi 0,8x, y2M. Notam'(t) =f(x + t(yx)) pentrux, y2M. Atunci' : [0, 1] !R este convexa ¸si '0este monotona. Din Teorema de medie a lui Lagrange avem (1)(0) =0() 0(0), 0 < < 1, adica f(y) f(x) +hf0(x), yxi pentru oricex, y2M. Dacaxnconverge slab lax, punem ˆn inegalitatea precedenta xnˆn loc de y ¸si obt¸inem lim inff(xn)f(x). n!1 Problema 6.56Fie X un spat¸iu Banach, M X o mult¸ime convexa ¸si ˆnchisa ¸si f : M !X o funct¸ie Gateaux diferent¸iabila pe M. Atunci f este convexa daca ¸si numai daca f0este monotona pe M. Solut¸ieSe introduce funct¸ia' ca ˆn problema precedenta ¸si se observa u¸sor caf0 este monotona daca ¸si numai daca '0este crescatoare. 182O. Cˆarja Problema 6.57(Caristi - Kirk)Fie (X, )un spat¸iu metric complet ¸sif : X !R o funct¸ie inferior semicontinua ¸si marginita inferior. FieT : X !X o funct¸ie care satisface condit¸ia (x, T x) f(x) f(T x),8x2X. Atunci T are un punct ﬁx. Solut¸ieSe aplica Corolarul 5.2 cu " = 1/2 ¸si apoi se ia ˆn (ii) x = Tx. Observat¸ie Teorema Caristi-Kirk este interesanta prin faptul ca da existent¸a unui punct ﬁx pentru o funct¸ie careia nu i se impune nici o condit¸ie de continuitate. Problema 6.58Sa se extinda enunt¸ul din problema precedenta la cazul multifunc- t¸iilor. Solut¸ieDaca (X, ) ¸si f sunt ca ˆn problema precedenta iar F : X ; X este o multifunct¸ie care veriﬁca relat¸ia (x, y) f(x) f(y)8(x, y) 2 Graf(F), atunci existax2X ˆncˆat F(x) ={x}. Problema 6.59(O generalizare a principiului Brezis-Browder). Fie X o mult¸ime cu preordinea “ ” ¸si ﬁe F : X×X !Ro funct¸ie care satisface proprietat¸ile: (i) F(x, y) 0 daca yx; (ii) F(x,·)este descrescatoare pentru ﬁecare x2X; (iii) F(·, y) este majorata pe mult¸imea{z2X; yz}; (iii)Orice ¸sir crescator (xn)ˆn X este majorat ¸si lim infnF(xn, xn) = 0. !1+1 Atunci, pentru ﬁecare x2X exista y2X cu xy ¸si yz =) F(z, y) = 0. Solut¸ieFie x 2 X. Construim inductiv un ¸sir (xn) cu x1= x astfel: daca x1,· · ·, xnsunt deﬁnit¸i, ﬁe a = sup{F(z, xn);xn z}. Este clar ca 0 a <1. Daca a = 0, consideram y = xn. Daca a >0, ﬁe c <1 ﬁxat. Exista xncu +1 xn xn¸si F(xn, xn) ca. Obt¸inem astfel un ¸sir crescator (xn). Fie y un +1+1 majorant al sau. Aratam ca acesta este elementul dorit. Fie z astfel ˆncˆat y z. Avem 0F(z, y) F(z, xn)ac1F(xn, xn). +1 De aici deducem F(z, y) = 0. Principiul Brezis-Browder se obt¸ine de aici luˆand F(x, y) =S(x) S(y). Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii183 Problema 6.60Fief : X !Rdiferent¸iabila Gateaux ¸sif0=A+B. Presupunem (i) f(x) ! +1pentrukxk ! +1; (ii) A are invers continuu pe X¸si B este compact. Sa se arate ca f satisface condit¸ia Palais - Smale (P S). Solut¸ieDaca ¸sirul (f(xn)) este marginit atunci din (i) rezulta ca ¸sirul (xn) este marginit. Compactitatea lui B asigura existent¸a unui sub¸sir (sa-l notam tot cu (xn)) ˆncˆat (Bxn) converge, prin urmare (Axn) converge ¸si deci (xn) converge. Problema 6.61Fie V un spat¸iu Banach ¸si S(t), t 0,un semigrup de clasa C0 care este contractant, adicakS(t)k 1 pentru orice t 0.Fie L > 0, T > 0 ¸si F o submult¸ime a lui V. Pe F × [0, T] introducem relat¸ia:(v, t) (w, s) daca ts ¸sikS(st)vwk L(st). Sa se arate caeste ordine part¸iala pe F × [0, T]. Solut¸ieReﬂexivitatea ¸si antisimetria sunt evidente. Fie acum (v, t)(w, s) ¸si (w, s) (u, r). AvemkS(st)vwk L(st) ¸si kS(rs)wuk L(us). Dar kS(rt)vuk kS(rs)S(st)vS(us)wk + kS(rs)wuk kS(st)vwk + kS(rs)wuk. Problema 6.62In condit¸iile Problemei 6.61 presupunem ca F este ˆnchisa. Con- sideram funct¸ia S : F × [0, T] !Rdeﬁnita prin S(v, t) = t. Sa se arate ca sunt veriﬁcate ipotezele (i) ¸si (ii) din Teorema 5.1. Solut¸ieCondit¸ia (ii) este evidenta. Pentru (i), ﬁe ((vn, tn)) un ¸sir crescator peF× [0, T]. S¸irul (tn) este convergent. Aratam ca (vn) este ¸sir Cauchy, deci convergent, deoarece F este mult¸ime ˆnchisa. Este clar ca avem kS(tntn)vnvnk L(tntn).(6.2) +k+k+k S¸irul (tn) ﬁind convergent, pentru orice " > 0 exista n"2N ˆncˆat pentru n n" avem L(tntn)< ". Pentru nn"¸si k, l2N obt¸inem +k kvnvnk kS(tntn)vnS(tntn)vnk + 2". +k+l+k+l 184O. Cˆarja Fixamnn"¸si facemk! 1, l! 1 ¸si deducem ca membrul drept al inegalitat¸ii de mai sus are limita 2". Deci exista n0ˆncˆat pentru k, ln0avem "" kvnvnk 3", +k+l ceea ce arata ca (xn) este ¸sir Cauchy. Fiet0= limnxn. Facemk! 1 ˆn relat¸ia !1 (6.2) ¸si deducem kS(t0tn)xnx0k L(t0tn), ceea ce arata ca (vn, tn) (v0, t0) pentru orice n. Problema 6.63In condit¸iile Problemei 6.62presupunem ˆn plus ca lim inf1d(S(t)v, D) = 0,8v2D.(6.3) t#0t Sa se arate ca daca (v,t)satisface condit¸ia (iii) din Teorema 5.1atuncit = T. Solut¸iePresupunem, prin reducere la absurd, cat < T. Vom arata ca exista (v, t)2 F × [0, T] cu (v,t)(v, t) ¸si t >t. Intr-adevar, aplicam (6.3) cuv¸si deducem ca exista t0< Tt astfel ˆncˆat d(S(t0)v, D) < Lt0. Prin urmare exista v 2D ˆncˆatkS(t0)vvk< Lt0. Luˆand ¸si t =t + t0, rezolvarea se ˆncheie. Problema 6.64Demonstrat¸i Propozit¸ia 5.3. Solut¸iePentru cazul cˆandC = 0 ¸si semigrupul este contractant se aplica rezultatele Problemelor 6.61, 6.62 ¸si 6.63 astfel: se ia T >0, L >0, v 2 F ¸si se introduce ordinea din Problema 6.61. Problema 6.62 asigura ca ipotezele Teoremei 5.1 sunt veriﬁcate. Prin urmare, aplicam concluzia cu x0= (v, 0).Deci exista (v,t) care satisface (iii). Dar Problema 6.63 aﬁrma cat= T.A¸sadar, pentru (v, 0) exista (v, T) cu (v, 0)(v, T). Aceasta ˆnseamna kS(T)vvk LT. Cumv2 F,deducem d(S(T)v, F) LT . Deoarece L este arbitrar, obt¸inem d(S(T)v, F) = 0. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii185 Problema 6.65In spat¸iulR2cu metrica ((x1, y1), (x2, y2)) =|x1x2| + |y1y2|, luam funct¸ia f(x, y) =3xy, x +y. 233 Aratat¸i ca f este contract¸ie direct¸ionala dar nu este contract¸ie. Solut¸ieAvem (f(x1, y1), f(x2, y1)) =5|x1x2|, 2 ceea ce arata caf nu este contract¸ie. Pentru a arata caf este contract¸ie direct¸ionala, ﬁef(x, y) 6= (x, y). Notˆand (a, b) =f(x, y), avemb6=y pentru ca altfel ar rezulta ¸si a = x. Orice element de forma (x, z) cu z ˆntre b ¸si y apart¸ine segmentului deschis ](x, y), f(x, y)[. Dar pentru astfel de puncte avem (f(x, z), f(x, y))2 ((x, z), (x, y))=3. Sa remarcam ca, datorita Teoremei 5.4,f are cel put¸in un punct ﬁx. Spre deosebire de contract¸ii (care au punct ﬁx unic), contract¸iile direct¸ionale pot sa aiba mai multe puncte ﬁxe. Acesta e cazul ¸si pentru funct¸ia f data mai sus. Toate elementele de forma (x, 3x/2) sunt puncte ﬁxe pentru f. Problema 6.66Fie (X, )un spat¸iu metric compact ¸si F : X !X o funct¸ie care veriﬁca (F(x), F(y)) < (x, y) pentru orice x, y2 X cu x 6= y. Atunci F are punct ﬁx unic u. Mai mult, ¸sirul aproximat¸iilor succesive Fn(x) converge la u pentru orice x2X. Solut¸ie Funct¸ia f(x) =(x, F(x)), x2X, ˆ¸si atinge minimul ˆn u. Daca F(u) 6=u avem f(F(u)) =(F(u), F2(u)) < (u, F(u)) =f(u), ceea ce este fals. Prin urmare, u este punct ﬁx pentru F. Sa luam x 2 X ¸si sa consideram ¸sirul aproximat¸iilor succesive (Fn(x)). Daca Fk(x) =u pentru un k 2 N atunci Fn(x) =u pentru nk. Altfel, ¸sirul (Fn(x), u) este strict descrescator 186O. Cˆarja ¸si deci convergent la r 0. Cum X este compact, ¸sirul (Fn(x)) are un sub¸sir (Fnk(x)) convergent, sa zicem la z 2X. Obt¸inem +1 r = (z, u) = lim(Fnk(x), u) = lim(Fnk(x), u)(F(z), u). k!1k!1 Este clar ca de aici obt¸inemz = u. A¸sadar, orice sub¸sir convergent al ¸sirului (Fn(x)) converge la u ¸si deci ¸sirul (Fn(x)) converge la u. Problema 6.67Funct¸ia f : A×B !Rare punct ¸sa daca ¸si numai daca are loc relat¸ia minsupf(x, y) = maxinff(x, y).(6.4) x2Ay2Bx2A y2B Daca(x0, y0)este punct ¸sa, atunci f(x0, y0)este valoarea comuna a celor doua expresii din (6.4). Solut¸ieAmintim ca (x0, y0) este punct ¸sa pentru f daca f(x0, y) f(x0, y0)f(x, y0)8(x, y) 2A×B.(6.5) Presupunem (6.4). Exista x02A ¸si y02B astfel ˆncˆat supf(x0, y) = inff(x, y0). y2Bx2A Cum ˆntotdeauna avem inff(x, y0)f(x0, y0) supf(x0, y), x2A y2B rezulta ca (x0, y0) este punctul ¸sa cautat. Reciproc, din (6.5) obt¸inem supf(x0, y) =f(x0, y0) = inff(x, y0). y2Bx2A Avˆand ˆn vedere ca infsupf(x, y) supf(x0, y),inff(x, y0) supinff(x, y),(6.6) x2Ax2Ax2A y2By2By2B urmeaza infsupf(x, y) supinff(x, y). x2Ax2A y2By2B Deoarece inegalitatea inversa este imediata, avem egalitate. De asemenea, avem egalitate ¸si ˆn (6.6). Obt¸inem astfel f(x0, y0) = supf(x0, y) = minsupf(x, y) = inff(x, y0) = maxminf(x, y). y2Bx2Ay2Bx2Ay2Bx2A Bibliograﬁe [1] Aubin J.-P., Cellina A.,Diﬀerential Inclusions, Springer-Verlag, 1984. [2] Aubin J.-P., Frankowska H.,Set-Valued Analysis, Birkh¨auser, 1990. [3] Arzel`a C., Funzioni di linee, Atti della R. Accad. dei Lincei Rendiconti della Cl.Si. Fis. mat. Nat., (4) 5, 1889, 342-348 [4] Ascoli G., Le curve limite di una varieta data di curve, Atti della R. Accad. dei Lincei Memorie della Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (3) 18, 1882-1883, 521-586. [5] Baire L. R., Sur les functions de variable r´eelles, Ann. Mat. Pura Appl., (3) 3, 1899, 1-222. [6] Banach S., Sur les op´eerations dans les ensembles abstraits et leurs applications aux ´equations int´egrales, Fund. Math., 3, 1922, 133-181. [7] Banach S., Sur les functionelles lin´eaires, Studia Math., 1, 1929, 211-216 ¸si 223-239. [8] Banach S.,¨Uber die Baire’sche Kategorie gewisser Funktionenmengen, Studia Math., 3, 1931, 174-179. [9] Banach S.,Th´eorie des Op´erations lin´eaires, Monografje matematyczne, War- saw, 1932. [10] Banach S, Steinhaus H., Sur le principe de la condensation de singularit´es, Fund. Math., 9, 1927, 50-61. [11] Barbu V.,Semigrupuri de Contract¸ii Neliniare ˆn Spat¸ii Banach, Editura Acad- emiei, Bucure¸sti, 1974. [12] Barbu V., Metode Matematice ˆn Optimizarea Sistemelor Diferent¸iale, Editura Academiei, Bucure¸sti, 1989. 187 188O. Cˆarja [13] Bebernes J. W., Schuur J.D., The Wa_zewski topological method for contingent equations, Ann. Mat. Pura Appl., (4) 87, 1970, 271-279. [14] Begle E. G., A ﬁxed point theorem, Ann. of Math., (2) 51, 1950, 544-550. [15] Bielecki A., Une remarque sur la m´ethode de Banach- Caccioppoli-Tikhonov dans la th´eorie des ´equations diﬀerentielles ordinaires, Bull. Acad. Polon Sci. Cl. III, 4, 1956, 261-264. [16] Birkhoﬀ G. D., Proof of Poincar´e’s geometric theorem, Trans. Amer. Math. Soc., 14, 1913, 14-22. [17] Birkhoﬀ G. D., Kellogg O. D., Invariant points in functin space, Trans. Amer. Math. Soc., 23, 1922, 96-115. [18] Blair C. E., The Baire category theorem implies the principle of dependent choices, Bull. Acad. Polon. Sci., 25, 1977, 933-934. [19] Bohnenblust H., Karlin S., On a theorem of Ville, In: Contributions to the theory of games, Kuhn and Tucker Eds., 155-160, University Press, Princeton, 1950. [20] Borsuk K., Sur les r´etractes, Fund. Math., 17, 1931, 152-170. [21] Br´ezis H., Browder F., A general principle on ordered sets in nonlinear func- tional analysis, Adv. in Mathematics, 21, 1976, 355-364. [22] Brown R.F., Elementary cosequences of the noncontractibility of the circle, Amer. Math. Monthly, 81, 1974, 247-252. [23] Browder F. E., The ﬁxed point theory of multi-valued mappings in topological vector spaces, Math. Ann., 177, 1968, 283-301. [24] Brouwer L.E.J.,¨Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math. Ann., 71, 1912, 97-115. [25] Caccioppoli R., Una teorema generale sull’esistenza di elementi uniti in una transformazione funzionale, Ren. Accad. Naz Lincei, 11, 1930, 794-799. [26] Cazenave T., Haraux A.,An Introduction to Semilinear Evolution Equations, Clarendon Press, Oxford, 1998. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii189 [27] Cˆarja O., Ursescu C., The characteristics method for a ﬁrst order partial dif- ferential equation, An. S¸ti. Univ.“Al.I.Cuza” Ia¸si Sect¸. I a Mat., 39, 1993, 367 - 396. [28] Cˆarja O., Vrabie I. I., Some new viability results for semilinear diﬀerential inclusions, NoDEA, 4, 1997, 401-424. [29] Cellina A., Approximation of set-valued functions and ﬁxed points theorems, Ann. Mat. Pura Appl., 82, 1969, 17-24. [30] Costinescu O.,Elemente de topologie generala, Editura tehnica, Bucure¸sti, 1969. [31] Deimling K.,Multivalued Diﬀerential Equations, Walter de Gruyter, 1992. [32] Dieudonn´e J.A., Une g´en´eralisation des espaces compactes, J. Math. Pures Appl., 23, 1944, 65-76. [33] Dugundji J., An extension of Tietze’s theorem, Paciﬁc J. Math., 1, 1951, 353- 367. [34] Dugundji J.,Topology, Allyn and Bacon, Boston, 1966. [35] Ekeland I., On the variational principle, J. Math. Anal. Appl., 74, 1974, 324- 353. [36] Feferman S., Independence of the axiom of choice from the axiom of indepen- dence choices, J. Sym. Logic, 29, 1967, 226. [37] Gheorghiu N.,Introducere ˆn Analiza Funct¸ionala,Editura Academiei, Bu- cure¸sti, 1974. [38] Glicksberg I.L., A further generalization of the Kakutani ﬁxed theorem, with application to Nash equilibrium points, Proc. Amer. Math. Soc., 3, 1952, 170- 174. [39] Goursat E., Sur la th´eorie des fonctions implicites, Bull. Soc. Math. France, 31, 1903, 184-192. [40] Graves L.M., Some mapping theorems, Duke Math. J., 17, 1950, 111-114. [41] Gr¨oger K., A simple proof of the Brouwer ﬁxed point theorem, Math. Nachr., 102, 1981, 293-295. 190O. Cˆarja [42] Hahn H.,¨Uber Folgen linearen Operationen, Monatsh. math. Phys., 32, 1922, 3-88. [43] Halmos P., Vaughan H., The marriage problem, 72, 1950, 214-215. [44] Hausdorﬀ F.,Grundz¨uge der Mengenlehre, Verlag von Veit, Leipzig, 1914. [45] Hill L.S., Properties of certain aggregate functions, Amer. J. Math., 49, 1927, 419-432. [46] Hildebrandt T. H., On uniform limitedness of sets of functional operators, Bull. Amer. Math. Soc., 29, 1923, 309-315. [47] Holmes R.,Geometric Functional Analysis and its Applications, Springer, 1975. [48] Kakutani S., A generalization of Brouwer’s ﬁxed-point theorem, Duke Math. J., 8, 1941, 457-459. [49] Kantorovici L.V., Akilov G.P.,Analiza Funct¸ionala, Editura S¸tiint¸iﬁca ¸si En- ciclopedica, Bucure¸sti, 1986. [50] Karamardian S., Generalized complementarity problem, J. Optim. Theory Appl., 8, 1971, 161-168. [51] Kelley J.L., The Tychonoﬀ product theorem implies the axiom of choice, Fund. Math., 37, 1950, 75-76. [52] Klein E., Thompson A.C.,Theory of Correspondences, John Wiley & Sons, New York, 1984. [53] Kuratowski K., Les fonctions semi-continues dans l’espace des ensembles ferm´es, Fund. Math., 18, 1932, 148-180. [54] Kuratowski K.,Topology, Academic Press, New York, 1966. [55] Ky Fan, Fixed-point and minimax theorems in locally convex linear spaces, Proc. Nat. Acad. Sci., 38, 1952, 121-126. [56] Ky Fan, A minimax inequality and applications, in: Inequalities III, 103-113, Academic Press, New York, 1972. [57] Ky Fan, Glicksberg I., Some geometric properties of the spheres in a normed linear space, Duke Math. J., 25, 1958, 553-568. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii191 [58] Leray J, Schauder J., Topologie et ´equations fonctionnelles, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 51, 1934, 45-78. [59] Lichtenstein L.,¨Uber einige Existenzprobleme der Variationsrehnung. Methode der unendlichvielen Variabeln, J. Reine Angew. Math., 145, 1915, 24-85. [60] Lifshits E.A., Ideally convex sets, Funct. Anal. Appl., 4, 1970, 330-331, tradus din Funkts. Anal. Prilozh., 4, 1970, 76-77 [61] Lindenstrauss J, Tzafriri L, On the complemented subspaces problem, Israel J. Math., 9, 1971, 263-269. [62] Lyusternik L.A., Conditional extrema of functionals, Mat. Sb., 41, 1934, 390- 401. [63] Marchaud A., Sur les champs continus de demi-cones convex et leur integrales, Comp. math., 3, 1936, 89-127. [64] Megginson R. E.,An Introduction to Banach Spaces Theory, Springer, 1998. [65] Michael E., Continuous selections I, Ann. Math., 63, 1956, 361-382. [66] Michael E., Continuous selections II, Ann. Math., 64, 1956, 562-580. [67] Miranda C., Un’osservazione su un teorema di Brouwer, Boll. Un. Mat. Ital., (2) 3, 1940, 527. [68] Moore R. L., Concerning upper semicontinuous collections of continua, Trans. Amer. Math. Soc., 27, 1925, 416-428. [69] Moore E. H., Smith H. L., A general theory of limits, Amer. J.Math., 44, 1922, 102-121. [70] Nadler S. B. Jr., Multivalued contraction mappings, Paciﬁc J. Math., 30, 1969, 475-488. [71] Nagumo M.,¨Uber die Lage der Integralkurven gew¨onlicher Diﬀerential- gleichungen, Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 24, 1942, 551-559. [72] Ostrowski A.M., The round-oﬀ stability of iterations, Z. Angew. Math. Mech., 47, 1967, 77-81. [73] Phillips R. S., On linear transformations, Trans. Amer. Math. Soc., 48, 1940, 516-541. 192O. Cˆarja [74] Picard E., M´emoire sur la th´eorie des ´equations aux d´eriv´es partielles et la m´ethode des approximations successives, J. Math. Pures Appl. 6, 1890, 145- 210. [75] Picone M.,Lezioni di analizi inﬁnitesimale, vol. 1, Circolo Matematico di Cata- nia, Catania, Italy, 1923. [76] Popa E.,Culegere de Probleme de Analiza Funct¸ionala, Editura Didactica ¸si Pedagogica, Bucure¸sti, 1981. [77] Precupanu A.,Analiza Matematica. Funct¸ii Reale, Editura didactica ¸si peda- gogica, Bucure¸sti, 1976. [78] Precupanu A.,Bazele Analizei Matematice, Editura Universitat¸ii ”Al.I.Cuza” Ia¸si, Ia¸si, 1993. [79] Precupanu T.,Spat¸ii Liniare Topologice ¸si Elemente de Analiza Convexa, Ed- itura Academiei, Bucure¸sti, 1992. [80] Robinson S., Regularity and stability for convex multivalued functions, Math. Oper. Res., 1, 1976, 130-143. [81] Rudin M.E., A new proof that metric spaces are paracompact, Proc. Am. Math. Soc., 20, 1969, 603. [82] Saint Raymond J., Multivalued contractions, Set-Valued Anal., 2, 1994, 559- 571. [83] Schauder J., Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalr¨aumen, Math.Z., 26, 1927, 63-98. [84] Schauder J., Der Fixpunktsatz in Funktionalr¨aumen, Studia Math., 2, 1930, 171-180. [85] Schauder J.,¨Uber lineare, vollstetige funktionaloperationen, Studia Mat., 2, 1930, 183-196. [86] Stampacchia G., Formes bilin´eaires coercitives sur les ensemble convexes, C. R. Acad. Sci. Paris, 258, 1964, 4413-4416. [87] Steinlein H., On two results of J. Dugundji about extensions of maps and retractions, Proc. Amer. Math. Soc., 77, 1979, 289-290. Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii193 [88] Stone A.H., Paracompactness and product spaces, Bull. Amer. Math. Soc., 54, 1948, 977-982. [89] Tychonoﬀ A.N.,¨Uber die topologische Erweiterung von R¨aumen, Math. Anal., 102, 1930, 544-561. [90] Tychonoﬀ A. N.,¨Uber einen Funktionenr¨aum, Math. Ann., 111, 1935, 767-776. [91] Tychonoﬀ A. N., Ein Fixpunktsatz, Math. Ann., 111, 1935, [92] Ursescu C., Multifunctions with closed convex graph, Czech. Math. J., 25, 1975, 438-441. [93] Urysohn P.,¨Uber die M¨achtigkeit der Zusammenh¨angenden Mengen, Math. Ann., 94, 1925, 262-295. [94] Vrabie I. I.,Compactness Methods for Nonlinear Evolutions, Second Edition, Pitman Monographs and Surveys in Pure and Applied Mathematics75, Long- man, 1995. [95] Vrabie I. I.,Semigrupuri de Operatori Liniari ¸si Aplicat¸ii, Editura Universitat¸ii ”Al.I.Cuza”, Ia¸si, 2001. [96] Von Neumann J., Zur Theorie der Gesellschaftsspiele, Math. Ann., 100, 1928. [97] Von Neumann J.,¨Uber ein ¨okonomisches Gleichungssystem und eine Verallge- meinerung des Browerschen Fixpunktsatzes, Ergebnisse eines Mathematischen Kolloquiums, Vienna 8, 1937, 73-83. [98]T. Wa_zewski, Sur une condition ´equivalent `a l’´equation au contingent,Bull. Acad. Polon. Sci. Ser. Sci. Math. Astr. e Phys.,9 (1961), pp. 865-867. [99] Zabreko P.P., A theorem for semiadditive functionals, Functional Anal. Appl., 3, 1969, 70-72. [100] Zaremba S.K., Sur les equations au paratingent, Bull. Sci. Math., 60, 1936, 139-160. [101] Zalinescu C.,Programare Matematica ˆn Spat¸ii Inﬁnit Dimensionale, Editura Academiei, Bucure¸sti, 1999. [102] Zeidler E.,Nonlinear Functional Analysis and its Applications; Part I: Fixed- Point Theorems, Part II: Monotone Operators, Part III: Variational Methods and Optimization, Parts IV/V: Applications to Mathematical Physics, Springer, 1984. Index ¸sir generalizat, 110lui Borsuk, 93 lui Urysohn, 10 acoperire, 3 lui Zabreiko, 67 deschisa, 3 lui Zorn, 3, 118 liniara, 59 axiomametrica Pompeiu-Hausdorﬀ, 26 alegerii, 3, 42, 117mult¸ime alegerii dependente, 67, 118de prima categorie, 70 alegerii numarabile, 119echicontinua, 102 ideal convexa, 61 con tangent, 39 multifunct¸ie, 17 condit¸ia de tangent¸a, 39 " inferior semicontinua, 35 condit¸ia Lyusternik, 58 " superior semicontinua, 35 contract¸ie, 88 ˆnchisa, 18 control, 19 convexa, 18 control optimal, 19 inferior semicontinua, 21 controlabilitate, 70, 85, 149 local select¸ionabila, 45 corespondent¸a, 17 parametrizata, 19 ecuat¸iaproprie, 17 integrala Volterra, 91stricta, 17 ecuat¸ia lui Laplace, 134superior hemicontinua, 36 ecuat¸iisuperior semicontinua, 21 semiliniare, 114multiplicatorii lui Lagrange, 84 familie local ﬁnita, 3optimizare, 20 incluziune diferent¸iala, 19, 38, 121parametrizare, 45 inegalitat¸i variat¸ionale, 141partit¸ia unitat¸ii, 1, 8, 12 inegalitateaprincipiul lui Gronwall, 151aplicat¸iilor deschise, 57 lui Ky Fan, 108Brezis-Browder, 119 contract¸iilor, 89, 131 lemagraﬁcului ˆnchis, 69 194 Cap. 6 Probleme ¸si solut¸ii195 Leray-Schauder, 107Arzel`a-Ascoli, 101 lui Dirichlet, 134de inversare locala, 78 lui Ekeland, 129de medie, 76 marginirii uniforme, 57, 68de minimax, 146 programarii dinamice, 150, 157de punct ﬁx a lui Schauder, 99 problemade punct ﬁx a lui Banach, 89 mariajului, 43de punct ﬁx a lui Browder, 113 problema lui Dirichlet, 134de punct ﬁx a lui Kakutani, 51, 111 proces convex, 18, 64de punct ﬁx a lui Tikhonov, 112 punctde select¸ie a lui Michael, 46 limita, 111funct¸iilor implicite, 80 punct ﬁx, 15, 88funct¸iilor implicite de tip surjectiv, 81 raﬁnare, 3 graﬁcului ˆnchis, 64 regularitate metrica, 59 lui Baire, 62 rezidual, 70 lui Dugundji, 13 lui Graves, 58, 75 select¸ie, 42 lui Karamardian, 144 aproximativa, 49 lui Lyusternik, 58, 77 continua, 45, 46 lui Peano, 103 injectiva, 42, 43 lui Schauder, 105 minimala, 43 lui Zermelo, 3, 118 semigrup Lyusternik-Graves, 76 liniar de clasa C0, 70 Perron-Frobenius, 97 compact, 115 Robinson-Ursescu, 58 sistem valorilor intermediare, 96 nul controlabil, 72 teoria jocurilor, 148 exact controlabil, 74 timp minimal, 72 global controlabil, 86 timp optimal, 150 local controlabil, 86 spat¸iuviabilitate, 39, 122 normal, 2 paracompact, 3 regulat, 2 subacoperire, 3 teorema de punct ﬁx a lui Brouwer, 92 lui Baire, 65 aplicat¸iilor deschise, 68